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HU'GNG DAN SU’ DUNG SACH

1. Méi bai hoc déu duoc thiét ké theo cau truc gdm nhirng phan sau day.
Thuéat ngir: Diém tén cac dbi twong chinh cla bai hoc.

Kien thire, ki nang: Gidp em xac dinh nhitng ndi dung kién thirc, ki ndng chinh can
linh hdi va ren luyén trong bai hoc.

V& dau: Pua ra tinh hudng lam nay sinh nhu cau hoc tap; ndé cé thé 1a mét bai toan
thwe té dai dién, hay 1a mét doan dan nhap. Em khéng can tra I&i ngay cac cau hoi hay
yéu cau duoc dat ra & phan nay, ma sé giai quyét chung trong bai hoc, sau khi da linh héi
dwoc lwong tri thirc va ki nang can thiét.

Muc kién thire: Sau phan mé dau, bai hoc duoc chia thanh cac muc theo tirng chu dé.
Nhin chung, méi don vi kién thirc c6 cau tric sau day:
Hinh thanh kién thitc: Em can tich cuwe tham gia vao cac hoat dong (4®) dé chiém
ITnh tri thirc. Cac #@ nay cho em co hdi guan sat va trai nghiém, tinh toan va lap luan

6é di toi| khung kién thire | mot cach tu nhién.

Vi du: Em c6 thé hoc & day phuong phap, cach 1ap luan va tinh toan, cach trinh bay
I&1 giai bai toan.

I.t!vi?n tip: Van dung kién thirc da hoc, tham khao vi du twong (rng, em hay luyén tap
dé cung co kién thurc va ren luyén ki nang.

Vin dung: Trén nen tang kién thirc va ki ndng da dwoc hoc, em gidi quyét cac
bai toan gan voi thye té, két ndi tri thirc voi cac linh vire khac nhau trong hoc tap,
khoa hoc va cudc song.

Em co thé bat gap mét khung chir nham hé tro hoac binh luan,... cho ndi dung twong (ng
dwoc de cap & bén canh.

Ngoai bén thanh phan co ban & trén, trong mét don vi kién thwc em con cd thé cé co hdi
tham gia vao Kham pha, Trai nghiém, Thao luan, tra |&i g md réng hiéu biét cung
Em co biét?,...

Hiirtﬁp: Emjchﬁ dong thuwe hién ngoai gio' trén 16p, tuy vay, thay/cd sé danh thoi lvong
nhat dinh dé cung em diém qua cac bai tap nay.

2. Céac bang tra clru va giai thich thuat nglr (dwoc dat & cudi sach) cung cap dia chi tra clru
va giai thich mét sé khai niém, cong thirc dwoc phat biéu trong sach.

Hay bdo qudn, gitr gin sdch gido khoa
dé danh tang cdc em hoc sinh lop sau!




LO'I NOI PAU

Cac em hoc sinh yéu quy!

Trén tay cac em la cuén TOAN 11 ca bd sach “Két néi tri thirc véi cude séng”.
Pung nhw tén goi clia bd séach, cac kién thirc trinh bay & day chi yéu xuét phat
tir nhirng tinh hudéng ctia cudc song quanh ta va tré lai gitp ta gidi quyét nhirng
van dé cua cudc séng. Vi thé, khi hoc Toan theo cudn sach nay, cac em sé
cam nhan duoc rang, Toan hoc that 1a gan gii.

Poan m& dau cua cac chwong, cac bai hoc thwong dwa ra nhirng tinh huéng,
nhirng vi du thuc té cho thay sw can thiét phai duwa dén nhirng khai niém toan
hoc méi. Qua do, cac em sé dwoc trau déi nhirng ki nang can thiét cho mét
céng dan trong thdi hién dai, d6 1a kha nang “md hinh hod”. Khi da dwa van dé
thue tién vé bai toan (mé hinh toan hoc), chung ta sé phat hién thém nhing
kién thirc toan hoc méi, dé cling véi nhirng kién thirc da biét gidi quyét bai toan
thue tién dat ra.

Hi vong rang, qua madi bai hoc, mdi chuong sach, qua mbi vong lap ti thire tién
dén tri thirc todn hoc, roi tir tri thirc toan hoc quay vé thuc tién, TOAN 11 sé
giup cac em trwdng thanh nhanh chéng va tré thanh nguoi ban than thiét cia
cac em.

Chuc cac em thanh céng cung TOAN 11!
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CHUONG |

HAM SO LUGNG GIAC 1_
VA PHUONG TRINH LUONG GIAC

Chuong nay gi¢i thiéu khai niém goc lwong giac, gia tri lwong giac cia goéc lwong giac, cac
cdng thirc lvong giac co ban, ham sé lwong giac, cach gidi phwong trinh Iwong giac co ban
va mét sé (rng dung cla lwong giac trong thue tién.

GIA TRI LUGNG GIAC

2 - -8 -
CUA GOC LUONG GIAC
THUAT NGO . KIEN THU'C, Ki NANG
« Goc lrong giac : + Nhan biét cac khai niém co ban vé goc lrong giac.

+ S0 do clia goc lwgng giac | « Nhan biét khai niém gia trj lwong gidc ctia mot goc lwgng giac.

* Pwong tron lwgng giac « M6 ta bang gia tri lwong giac cia mét sé géc lwong giac

« Gia trj lwong giac ciagoc ¢ thwong gap; he thire co ban giira cac gia tri lwong giac cua
lwong giac :  moét goc lwong giac; quan hé gitra cac gia trj lwong giac cua

: : c@c goc lwong giac ¢o lién quan dac biét: bu nhau, phu nhau,

: déi nhau, hon kem nhau .

i « Sir dung may tinh cam tay dé tinh gia tri lwong giac cliia mot

. goc lwgng giac khi biét s6 do cua goc do.

: + Gidi quyét mot s6 van dé thwe tién gan véi gia tri lwong giac

:  cua goéc lwong giac.

» Hé thirc co ban gilra cac
gia tri lwong giac :

Tram v tru Qudc té ISS (tén tieng Anh: International Space
Station) nam trong quy dao tron cach bé mat Trai Bat khoang
400 km (H.1.1). Néu tram mat dat theo déi dwoc tram vii tru
ISS khi né nam trong goc 45° & tam cla quy dao tron nay
phia trén ang-ten theo dai, thi tram v tru ISS da di chuyén
dwoc bao nhiéu kilomét trong khi né dang dwoc tram mat
dat theo d6i? Gia st rang ban kinh cla Trai Dat 1a 6 400 km.
Lam tron két qua dén hang don vi.




1. GOCLUONG GIAC

a) Khai niém géc lwong giac va sé do cla goc lwong gidc
) uo1. Nhan biét khai niém géc lwong giac
Trén déng ho & Hinh 1.2, kim phat dang chi ding s6 2.

a) Phai quay kim phut may phan clia mét vong tron theo chiéu
quay ngwoc chiéu kim déng hd dé né chi dung sé 12?

b) Phai quay kim phtt may phan clia mét vong tron theo chiéu 12 gi&r 10 phat
quay cua kim déng hé dé né chi dung sb6 12? Hinh 1 2

¢) Cé bao nhiéu cach quay kim phut theo mét chiéu xac dinh dé
kim phut tir vi tri chi dang s6 2 vé vi tri chi dung sé 12?

r Trong méat phang, cho hai tia Ou, Ov. Xét tia Om clng nam trong mat phang nay. Néu tia ]
Om quay quanh diém O, theo mét chieu nhat dinh t&r Ou dén Ov, thi ta néi né quét mét
goc lwrong giac voi tia dau Ou, tia cudi Ov va ki hiéu la (Ou,0Ov).

r

Géc lwong giac (Ou,Ov) chi duwoc xac dinh khi ta biét dwoc chuyén ddng quay chaa tia Om to
tia d4u Ou dén tia cudi Ov (H.1.3). Ta quy wéc: Chiéu quay nguoc véi chiéu quay cla kim
ddng ho la chiéu duong, chiéu quay cung chieu kim dong ho la chiéu am.

u

Hinh 1.3

Khi d6, néu tia Om quay theo chieu durong dling mét vong ta noi tia Om quay goc 360°,
quay dung 2 vong ta noi nd quay goc 720°; quay theo chiéu am nira vong ta néi nd quay goc
-180°, quay theo chiéu am 1,5 vong ta néi né quay goc —1,5-360° =-540°, ...

Khi tia Om quay géc o° thi ta néi goc lwong giac ma tia A6 quét nén cd s6 do o°. S6 do cla
goc lwong giac cob tia dau Ou, tia cubi Ov dwoc ki hiéu 1a sd (Ou,Ov).

Ti‘

.f
Q Q : S
e R =

sd (Ou,0Ov) = 360° sd (Ou,0v) = 720° sd (Ou,0v) =-180° sd (Ou,0v) = -540°

[Mﬁi goéc lwong giac géc O duoc xac dinh bdi tia dau Ou, tia cudi Ov va s6 do cla no. j

Chu . Cho hai tia Ou,Ov thi c6 vé sb géc lwong giac tia dau Ou, tia cudi Ov. Méi géc luong
giac nhw thé déu ki hiéu la (Ou,0v). S6 do clia cac goc lwong giac nay sai khac nhau moét

bdi nguyén cua 360°.



) Vidu1. Cho géc hinh hoc uOv ¢cé s6 do 60° (H.1.4). Xac dinh
s6 do cua cac goc lrong giac (Ou,0v) va (Ov,0u).

Giai

Ta co:

— Céc géc lwong giac tia dau Ou, tia cudi Ov c6 sb do la
sd(Ou,0v)=60° + k360° (k € Z).

— Céc goc lvong giac tia dau Ov, tia cudi Ou cb so do 13 it 4 4
sd (Ov,0u) = -60° + k360° (k < Z.).

) Luyén tip 1. Cho géc hinh hoc uOv = 45°. Xac dinh s6 do clia géc lwong giac (Ou,0v) trong
moi trvdng hop sau:
V V

Q L O u
a) b)

b) Hé thirc Chasles

) #92. Nhan biét hé thirc Chasles

Cho ba tia Qu, Ov, Ow voi s6 do cla cac goc hinh hoc uOv
va vOw lan lvot la 30° va 45°.

a) Xac dinh sé do cua ba goc lwvong giac (Ou,0v), (Ov,Ow)
va (Ou,0Ow) duoc chira & Hinh 1.5.

u

b) V&i cac géc lwong giac & cau a, chirng té rang cé mot sé
nguyén k dé sd (Ou,Ov )+ sd (Ov,0w) = sd (Ou,Ow ) + k360°. Hinh 1.5

Hé tharc Chasles: Véi ba tia Ou, Ov, Ow bat ki, ta cod
sd (Ou,0v ) + sd (Ov,0w) = sd (Ou,Ow ) + k360° (k € Z)

"

Nhan xet. Tir hé thirc Chasles, ta suy ra: Hé thirc nay twong tu

Véi ba tia tuy y Ox, Ou, Ov, ta co cong thire
AB=0B-0A.

sd (Ou, Ov) = sd (Ox, Ov) — sd (Ox, Ou) + k360° [k EZ).
Hé thuc nay dong vai tro quan trong trong viéc tinh toan s6 do
cua goc lwong giac.
» Vidu 2. Cho mét goc lwong giac (Ox, Ou) cé sb do -270° va mét

géc lwong giac (Ox, Ov) cé sb do 135°. Tinh sb do clia cac goc
lwong giac (Ou, Ov).




Giai
S6 do cua cac goc lwong giac tia dau Ou, tia cudi Ov 1a

sd (Ou, Ov) = sd (Ox, Ov) — sd (Ox, Ou) + k360°
=135° — (-270°) + k360° = 405° + k360°
= 45° +(k +1)360“ =45° + m360° (Im=k+1, me Z).

Vay cac goc lvong giac (Ou, Ov) c6 s6 do la 45° + m360° (me Z).

) Luyén tip 2. Cho mét goc lwong giac (Ox, Ou) cd s6 do 240° va mét goc lwong giac (Ox, Ov)
cd 86 do —270°. Tinh s6 do cla cac géc lwong giac (Ou, Ov).

2.DON VI PO GOC VA PO DAI CUNG TRON

a) Bon vi do goc va cung tron
Pon vi d6: D& do goc, ta dung don vi 6. Ta d4 biét Goc 1° bing % g6¢ bet.

Pon vi d6 dwoc chia thanh nhikng don vi nho hon: 1° =60 1 =60".

Déi voi cac goc lvong giac, khi ma sé veng quay trong chuyén dong tuong trng tir tia dau
dén tia cudi Ia kha Ion thi s6 do clia chung tinh bang dd sé tré nén cong kénh. Do d6, trong
khoa hoc va ki thuat, bén canh viéc do bang dd, nguoi ta con st dung don vi do géc bang
radian.

Pon vi radian: Cho dudng tron (O) tam O, ban kinh R va mét cung AB trén (O) (H.1.6).

Ta néi cung tron AB c6 s6 do bang 1 radian néu d6 dai | B 15
cua ndé dang bang ban kinh R. ‘ 28

Khi d6 ta cling néi rang goc AOB c6 s6 do bang 1 radian
| vaviét AOB = 1rad. |

A

Quan hé gitra d6 va radian: Do duong tron co do dai la 2zR
nén no co sé do 2r rad. Mat khac, dwong tron cé sé do bang

360° nén ta c6 360° = 2x rad.
Do doé ta viét:

Hinh 1.6

180’
°=—"_rad va 1rad=[—].
180 T J

Chu v. Khi viét sé do ciia mét goc theo don vj radian, nguoi ta thwong khéng viét chir rad

sau s6 do. Chang han goc g dwoc hiéu |a gc’:cg rad.



D Vidu3
a) Déi tir @6 sang radian cac sé do sau: 45°; 150°.

b) Déi tir radian sang d6 cac sé do sau: % ST:E
Giai n
a) Ta co: " fxmrad.
45° —=45. = _T.
180 4
_om
150° =150 _
180 6
b) Ta co:
T _ 180 |
=60°; ) E]
3' 3 ( T ) a rad [ .
50 5% (180
= . — 22512}'
4 4 ( - ]
» luyéntip 3
a) Péi tir a6 sang radian cac so do sau: 360°; — 450°:
11n

b) Di tir radian sang do cac sb do sau: 3 — s

Chua y. Dwéi day 1a bang twong (rng gitra s6 do bang dd va s6 do bang radian clia cac goc
dac biét trong pham vi tir 0° dén 180°.

S6 do do 0° 30° 45° 60° 90° 120° | 135° | 150° | 180°
S6 do o | BETANODETRETERICE | 2= | «
radian 8 4 3 2 3 4 6

b) Dé dai cung tron

) B3, Xay dwng cdng thire tinh dé dai caa cung tron
Cho duwéng tron ban kinh R.
a) D6 dai cua cung tron ¢é s6 do bang 1 rad la bao nhiéu?
b) Tinh d6 dai / cla cung tron cé sé do « rad.

[Mﬁt cung ctia duong tron ban kinh R va coé sb do o rad thi c6 d6 dai / = Ra. ]

) Vidu 4. Cho duéng tron ban kinh 2 cm. Tinh d6 dai cung trén cé sé do %‘T cua dudng tron @é.

Giai
Dédaicuacungtrondéla: /=Ra=2- 23“ 4; (cm).

') Vin dung 1. Gidi bai toan & tinh hubng mé dau.



3.GIATRILUONG GIAC CUAGOC LUQNG GIAC

a) Burang tron lwong gidc
) 14, Nhan biét khai niém dwéng tron lwong giac

Trong mat phang toa @& Oxy, vé dwdng tron tdm O ban kinh R = 1. Chon diém gbc cla
dwdng tron 1a giao diém A(1; 0) cua duong tron voi truc Ox. Ta quy woc cpiéu dwong cua
dwong tron 1 chieu nguoc chieu quay ctia kim dong ho va chiéu am 1a chiéu quay cua kim
dong ho.

a) Xac dinh diém M trén dwong tron sao cho sd (OA, OM) = ST::

. YA
b) Xac dinh diém N trén duwéng tron sao cho sd (OA, ON) = —If. B

¢ \

+ Duong tron lrong giac la dwong tron ¢6 tam tai gbc
toa d6, ban kinh bang 1, dwoc dinh huwdng va lay diem
A(1; 0) lam diém goc cua dudng tron.

« DPiém trén duwong tron luong giac biéu dién goc lwong
giac cé sb do o (d6 hoac radian) la diém M trén dwong
tron lwong giac sao cho sd (OA, OM) = «.

. J

Hinh 1.7

Y Vi du 5. Xac dinh cac diém M va N trén duong tron lwong giac lan lwot biéu dién cac goc

lwong giac co sé do bang % va -150°.
Giai
Piém M trén dwong tron lwong giac biéu dién goc lvong giac cd sé do bang Jﬁ? duoc

xac dinh trong Hinh 1.8. 4

Piém N trén dwong tron lwong giac biéu dién goc lwong giac coé sé do bang —150° duoc
xac dinh trong Hinh 1.8.
YA

_‘“—\\\\M

4
N |,
y A x
N Ll
e

Hinh 1.8

) Luyén tip 4. Xac dinh cac diém M va N trén dwdng tron lwong giac lan lwot biéu dién cac goc

lwong giac cé sé do bang —jli—“ va 420°.



b) Cac gia tri lwong giac cia goc lrong gidc

) uos. Nhac lai khai niém cac gia tri lwong giac sin o,
cos a, tan a, cot a cua géc o (0° < a <180°) da hoc
o l&p 10 (H.1.9a).

I EI’
Hinh 1.9a Hinh 1.9b
Ta c6 thé mé réng khai niém gia tri lwong giac cho cac géc lwong giac cé sé do tuy y nhw sau:

Gia str M(x; y) 1a diém trén duwong tron lwong giac, biéu dién goc lvong giac cé sé do «
(H.1.9b).

r" ™

Hoanh dd x cta diém M dwoc goi la cosin cta o, ki hiéu 1a cosa.
COSa=X.

Tung d6 y clia diém M duwoc goi la sin cta a, ki hiéu 1a sina.

L]

sina =Y.
™ Eina ® = ] * . =
« Néucosa =0, tisd dwoc goi la tang cla a, ki hiéu 1a tana.
COoOSa
sina
tan o = Y (x#0)
cCoso X
4 ' » A CGSII . 1 -~ > " . -u
» Neéeusina=0,tisd — dwoc goi la cotang cua a, ki hiéu la cota.
sina
cosa X
coto=——=— (y #0).
sina. y

Cac gia tri cosa, sina, tana, cota dwoc goi la cac gia tri lwong giac cua a.

Chuay
a) Ta con goi truc tung la truc sin, truc hoanh la truc cosin.
b) Twr dinh nghia ta suy ra:
+ sina, cosa xac dinh v&i moi gia tri cua « va ta co:
-1<sina <t -1<cosa<?, sin(a+k2r)=sina; cos(a+k2r)=cosa (ke Z).
+ tana xac dinh khi o g +kn (k € 7).

« cota xac dinh khi a # kn (k € Z).



» DA4u cua céc gia tri lwong giac cia mét géc lwong giac phu thude vao vi tri diém biéu dién
M trén dudng tron lwong giac (H.1.10).

}"“
, B
Goc [
phan tw - f
Gia tri I Il v
lrong giac
’Ng g M
COoS o. + - - y A’ oON,+ JA X
sin a + + - —~ :
tan a + E + = 11 )kl N\
cota + — + - B’ M

: Hinh 1.
') Vi du 6. Cho goc lwong giac co sé do bang —g_ inh 1.10

a) Xac dinh diém M trén dwdong tron lwong giac biéu dién goc lwong giac da cho.

b) Tinh cac gia tri lvong giac cua goc lwong giac da cho.

Giai
a) Diém M trén duwéng tron lrong giac bidu dién goc lrong giac co sé do la —— dwoc xac dinh
trong Hinh 1.11. #
b) Ta co6:
ny 1 (= J3
CGS(—a] = E, Slﬂ[ —EJ = — ?,
. T n
sm(— ] : CGS{——) >
tan(—3)= 3, = —«f 3; Cﬂt[—EJZ 3 = — — 4
R IR G
3 3

Hinh 1.11
a) Xac dinh diém M trén duwédng tron lrong gidc biéu dién goc lwong giac da cho.

/) Luyén tip 5. Cho gbc lwong giac cé sb do bang %

b) Tinh cac gia tri lwvong giac cua goc lwong giac da cho.

c) Gia tri lrong gidc cua cic goc dic biét

’ n n n n
Goc a 6 4 3 2
0° 30° 45° 60° 90°
sina 0 k! £ ﬁ 1
2 2 2
_— 1 V3 V2 1 -
2 2 2
1
" i L
no 0 7 1 J3 Khéng xac dinh
1
t Khé ac dinh 1 —= 0
cota éng xac din J3 5

;:i‘. ﬁ.ﬂ y



d) Str dung may tinh cam tay dé déi sd do goc va tim gia tri lwong gidc cla géc

Cé thé dung may tinh cadm tay dé tinh gia tri lwong giac cua goc lwong giac va ddi sé do do
cua cung tron ra radian va nguoc lai.

chir s6 thap phan thir tw).

') Vi du 7. S dung may tinh cam tay dé tinh: sin

[_g«;]; tan63°52'41" (Iam tron két qua gén

Giai
Tinh Bam phim Man hinh hién| Két qua
sin[—ﬁ) ) 008 (4] (sin) (@) (3] @A) () (2] (3] ] =) _g _0,7071
4
tan63°52'41" | (sHFT) Mooef (3 ) (tan) (6] (3] ko [5] (2] ke (&) L1 e D) (=] | 2.039276645| 2,0393
1) Vidu 8. a) Dbi 33°45°' sang radian; b) DO % (rad) sang d6.
Giai
F?:'&i Bam phim Man hinh hién| Két qua
soO do P : d
3 3
33°45" | [s0F) Moog) (2] (3] (3] [+ (2] (5] Bl (eFr) (DRGP) (1] (= © E“(Wﬂd)
3 (rad) -
3 swrr) oo (3) () (3] (5] (4] O] @) (DRGP) (2] (Z] b | 42°58'18.6" | 42°58'19"

9 Luyén tip 6. S{r dung may tinh cam tay dé:

a) Tinh: CDS?’?—TE; tan(-37°25");

b) Di 179°23'30" sang radian;

c) Doi g (rad)

sang do.

4.QUAN HE GI’ACAC GIATRILUONG GIAC

a) Cac cong thirc lvong gidc co ban
) wo6. Nhan biét cac céng thirc lwong giac co ban

a) Dwa vao dinh nghia cla sina. va cosa, hay tinh sin? a + cos? a.

b) Str dung két qua clia HP6a va dinh nghia cua tana, hdy tinh 1+ tan® «.



Poi v&i cac gia tri lwong giac, ta co cac hé thirc co ban sau:

g Y
sin? ot + cos? o =1
1

cos? o

1

sin® o

1+tan® o =

(uig+kmkeﬂ)

1+ cot’ o = (o # km, ke Z)

tana -cota =1 [rx :ﬁ%, REZ].

A A

') Vidu9. Tinh cac gia tri lwong giac clia goc «, biét: sina = % va 90° < a < 180°.
Giai
Vi 90° < ot < 180° nén cos« < 0. Mat khac, tir sin® « + cos” o =1 suy ra

CcOoS o =—\:(1—:-:=,in2 o = —11/1—i =—i.
29 5

Do do, tana = abdle' 7 =—E va cota = 1 = 1 =—i
cose. 4 4 tana 3 3
5 4

/) luyén tip 7. Tinh cac gia tri lwong giac cta goc a, biét: cosa = —% van<a< 3?”:

b) Gia tri lrong gidc cua cac goc cé lién quan dic biét

) #o7. Nhan biét lién hé gilra gia tri lwong giac cua cac goc ddi nhau
Xét hai diém M, N trén dwodng tron lwong giac xac dinh bdi hai géc ddi nhau (H1.12a).

a) C6 nhan xét gi vé vi tri ctia hai diém M, N ddi véi hé truc Oxy? Tir d6 rat ra lién hé gitra:
cos(—a) va cosa; sin(—a) va sina.

b) Tur két qué HD7a, rat ra lién hé gitra: tan(-a) va tana; cot(-a) va cota.
V6i két qua HD7, ta cb lién hé gilra cac gia tri lwong giac:
+ Goc dbi nhau (o va —a)

4 3
cos(—a)=cosa

sin(—a) = -sina
tan(—a)=—-tana

cot(—a) = —cota.
- -

Hinh 1.12a



Tuwong tw HD7, ta cling ¢ lién hé gilra gia tri lwong giac cua cac goc bu nhau, phu nhau va

hon kéem =, nhw sau:

« Goécbunhau(ava n—a)

f ™
sin(m—a) = sina

cos(mt—a)=-cosa

tan(n - a)=-tana

cot(r—a)=-cota.
. r

« Goc phu nhau (o va 1;- ~ )

' \

|
SH'I[E = D‘,) =COoSsS

i } )
COS| ——o [=Sina
5
tan

cot

\ P

« Gochonkémz(ava n+o)

a E
sin(t+a)=-sina

cos(m+ o) =—cosa {
tan(n + o) = tana

cot(n + o) = cot o.

.

YA

]

Hinh 1.12b

-

Hinh 1.12¢

YA
/ B,
/ LN

\x-_

Hinh 1.12d

Chi v. Nhé cac cong thire trén, ta cé thé dwa viéc tinh gia tri lwong giac clia mét goéc lwong

giac bat ki vé viéc tinh gia tri lwong giac ctia goc o voi 0 < . < %

B Vidu10, Tinh: a) cus(— %E—]
Giai. Ta co;
( 1 17:] 11
a) cos| ——— |=c0sS— = CoSs
4 4

: b) cot(~675° )

[3n ) 3 ( 3ﬂ]
—+ 2N | =COS—=—-COS| T— —
4 4 4

b) cot(-675°) = cot(45° — 2. 360° ) = cot45° = 1.

) tuyén tdp 8. Tinh:  a) sin(-675° ),

b) tan

157

7



) Vin dung 2. Huyét ap cla mbi nguoi thay dbi trong ngay. Gia st huyét ap tam trwong (tic
la ap lwec mau Ién thanh déng mach khi tim gian ra) cua mét ngudi nao dé ¢ trang thai nghi
ngoi tai thoi diém t dwoc cho béi cong thire:

B(t) =ﬂD+Tsinn—t.
12

trong @6 t la s gi® tinh tir IUc nia dém va B(f) tinh bang mmHg (milimét thuy ngan).
Tim huyét ap tadm trwong cla ngudi nay vao cac théi diém sau:

a) 6 gio sang; b) 10 gior 30 phut sang; c) 12 gio trua; d) 8 gi® toi.
BAITAP
1.1. Hoan thanh bang sau:
S6 do d6 15° ? 0° 900° " ?
Sé do radian ? g% ? ? AT s
8 12 8
1.2. Mét dwdng tron co ban kinh 20 cm. Tim d6 dai cla céc cung trén dudng tron dé ¢cé s
do sau:
a) —: b) 1,5: c) 35°: d) 315°.
12
1.3. Trén dwéng tron lwong gidc. xac dinh diém biéu dién cac géc lwong giac cd sé do sau:
2) 2%, p) ~ L2, ) 150°; d) —225°
3 4
1.4. Tinh cac gia tri lwong giac cla goc a., biét:
a) CGSH‘.:%VQ U{:m{%; b)sinngvé%{:u{n;
3 1 . 3W
c)tana=+/5 van<a<=—; d) cota=—— va —<a < 2m.
2 J2 2

1.5. Chirng minh cac dang thire:

cos? oL +tan2r.1—1

sin® o,

a) cos® o —sin*a=2cos?a -1 b) = tan® a.

1.6. M6t nguoi di xe dap véi van tée khéng déi, biét rang banh xe dap quay dwoc 11 vong
trong 5 giay.
a) Tinh goc (theo d6 va radian) ma banh xe quay duwoc trong 1 giay.

b) Tinh d6 dai quang dwo'ng ma nguoi di xe da di dwoc trong 1 phut, biét rang dwong kinh
cua banh xe dap la 680 mm.

16



CONG THUC LUONG GIAC

THUAT NGU! | KIEN THU'C, Ki NANG
« Cdng thirc cong : « M6 ta cac phép bién ddi lgng gidc co ban: cong thire cong;
« Céng thirc nhan doi . cong thirc goc nhan d6i; cong thirc bién ddi tich thanh tong

. COng there bién ddi tich thanh tdng | Y@ ©0N@ thirc bicn doi tong thanh tich.

« Céng thirc bién ddi tdng thanh tich | * Sial quyet mot SO van de thirc tien gan voi gia tn lwong giac
:  cua goc lwgng giac va cac phép bien doi lwgng giac.

Mot thiét bi tré ki thuat s lap lai tin hiéu dau vao bang cach 13p lai tin hiéu doé trong
mét khoang thdi gian ¢b dinh sau khi nhan dwoc tin hiéu. Néu mét thiét bi nhw vay nhan
dwoc nét thuan £, (t)=5sint va phat lai dwoc nét thuan f, (t)=5cost thi &m két hop
la f(t)="f,(t)+f,(t), trong do t la bién thoi gian. Chirng t6 rang am két hop viét dwoc
duwéi dang f(t)=ksin(t+ ), tic la am két hop la mét séng am hinh sin. Hay xac dinh
bién d8 &m k va pha ban dau ¢ (—xn < ¢ < n) cia s6ng &m.

1. CONG THU'C CONG
) #e1. Nhan biét cong thirc cong

a) Cho a =g va b= g hay chirng t6 cos(a — b) =cosacosb +sinasinb.

b) Bang cach viét a+ b =a—(—b) va tir cdng thirc & HP1a, hay tinh cos(a+ b).

¢) Bang cach viét sin(a-b) = cnsg —(a- b)] = C0S K% —aj+ b] va sur dung céng thirc
vira thiét 1ap & HD1b, hay tinh sin(a—b).

. »

cos(a—b)=cosacosb +sinasinb
cos(a+b)=cosacosb-sinasinb
sin(a—b)=sinacosb —cosasinb
sin(a+ b)=sinacosb + cosasinb
tana-tanb
1+tanatanb

tana + tanb
1-tanatanb

(gia thiét cac biéu thirc déu cé nghia).

tan(a-b) =

tan(a + b) =

'Y vidu 1. Khéng dung may tinh, hay tinh:
T

75°% b) t !
a) cos ) tan >




Giai

V23 21 B2

1
a) cos75° =cos(45° + 30° ) =cos45° cos30° - sin45° sin30° = i
) ( ) 2 2 2 2 4

T n 2
W TNTE

b) tan— -tan(—-—
e a A 1+tan;*tan: 1443 3

) Vi du 2. Chirng minh rang sin x + cos x = J2 sin(x - %)
Giai
Tacod

Jﬁsin(x+%] = Jﬁ[sinxmsEJrcﬂsx sin%)=ﬁ[sinx-%+cusx -g}:sjnmmsx.

Pang thirc dwoc chirng minh.
) Luyén tdp 1. Chirng minh rang:

a) sinx —cos x :ﬂsin[:{ —E};

b) ta (I_XJ=1—’[EH1X (x¢E+kn,x:3—ﬂ+kn,kEE).
4 1+ tanx 2 4

' vin dung 1. Gidi bai toan trong tinh hubng mé dau.

2.CONG THU'C NHAN POI

» uB2. Xay dwng cong thirc nhan doi
LAy b = a trong cac cong thirc cdng, hay tim cdng thire tinh: sin2a; cos2a: tan2a.

£ @ 3 = a3 - E 3 S - — S T T— T — —

sinZa=2sinacosa
cos2a=cos’a-sin‘a=2cos’a-1=1-2sin’a
2tana

1-tan?a
" .

tan2a =

) Vidu3. Chocosa= -% [%{a a:nJ. Tinh sin2a.

Giai

2
Vig-::ac:nnénsina}o.Dndﬁsinazﬁ—cnsza=J1—[—%) =,/1—%=\E=¥.
Vay sin2a =2sinacosa = Zai-[—J: ﬂgﬁ



Cong thire ha bac:

) Luyén tip 2. Khéng dung may tinh, tinh cﬂsg. o ACRE2A
COS a = 5

SZa 1-cos2a

=

3.CONG THU'C BIEN POI TICH THANH TONG

) w03, Xay dwng cong thirc bién dbi tich thanh téng

a) Tlr cac cbng thirc cong cos(a + b) va cos(a—b), hdy tim: cosacosb; sinasinb.

b) Tlr cac cong thirc cong sin(a + b) va sin(a - b), hay tim: sinacos b.

.-' T

cosacosb = %[ms(e ~b)+cos(a+b)]

L3 - 1
el =N b
sinasin z[cﬂs(a )—cos(a+ )]

oo
' b=—si — D ' bl
sinacos 2[5m(a )+sin(a+b)|

.\ A

» vidua. Tinh gia tri cia cac biéu thirc:

A=c055—ﬂcusﬂ; B = cos 75" sin15°.
12 12
Giai
Ta co: )
A‘CDEEEUEE_l EDE[EE—?HJ+GDE(SR+?EJ
12 12 2 A2 12 12 12
=1 ms[-—EJ-rcnsm =i ﬁ-‘l =—\/§_2-
2 6 2. 2 4
B =sin15°- cos 75° = %[sinm 5° —75°) + sin(15° + 75° )]
:-1-[sin(—f:3{3|“)+s.ins?ilt}“'*]:1 —£+1 :&-
2 2 2 4

') tuyén tip 3. Khéng dung may tinh, tinh gia tri cla cac biéu thirc:

A =cos75° cos15°; B=5in5—“cﬂsﬁ.
12 12



4.CONG THU'C BIEN DOI TONG THANH TiCH

) o4, Xay dwng cong thirc bién déi tébng thanh tich

Trong cac céng thirc bién @i tich thanh téng & Muc 3, dat u=a—b, v =a+b va viét cac
cong thire nhan dworc.

u+v u-v
cos
2

gty .- U=V
sin

COSU + COSV = 2C0S

COSU —COSV =-2sin

+V u-yv

" 3 . i
sinu + sinv = 2sin EDST

. y UtV . -V
siny —sinv = 2cos Sin A

) Vi du 5. Khdéng dung may tinh, tinh gia tri cta biéu thirc A = sin g - sini—ﬂ + sin E

2]
Giai
A =(sinE+ sinEJ —sinE = Zsinﬂl::qr}s.E = 1=;inE 24 sin4—n— s:.ilr'aE =0.
9 9 9 3 9 9 9

D tuyén tip 4. Khdng dung may tinh, tinh gia tri cGa biéu thire

T 51 11n
B;cusg + COS — + COS —.

) Vén dung 2. Khi nhdn mét phim trén dién thoai cam (ing, ban phim sé tao ra hai am thuan,
két hop v&i nhau dé tao ra &m thanh nhan dang duy nhat phim. Hinh 1.13 cho thay tan
so thap f, va tan so cao f, lién quan dén méi phim. Nhan mét phim sé tao ra séng am
y =sin(2nfit) +sin(2nf,t), & do t la bién thoi gian (tinh bang gidy).

a) Tim ham s6 mé hinh hoa &m thanh dwoc tao ra khi nhan phim 4.

b) Bién dbi cong thirc vira tim dwoc & cau a vé dang tich cia mét ham sé sin va mét ham

s6 cosin.
Tan sb cao
1209 Hz 1336 Hz 1477 Hz

} | |
697 Hz — [ 1 2 3

770 Hz —»
Tan sb . 4 S 6

thAp 852 Hz — [7 8 (9 |
041 Hz — [ 0 #
Hinh 1.13



BAITAP
1.7. S&r dung 15° = 45° —30°, hay tinh cac gia tri lwong giac cua goéc 15°.
1.8. Tinh:

) Y 1 . T
a) cns(a+—6~} biét sihna=— va Ef:ac:n;

J3
b) tan(a—ﬁj, biét cnsaz—l va m {ar::-?ﬂ*
4 3 2

1.9. Tinh sin2a, cos2a, tan2a, biét:

. 1 .= . 1 . =@ 3
a)sina=—va—<a<m, b) sina+cosa=— va—<a<—.

2 2 2 4

1.10. Tinh gia tri clia cac biéu thirc sau:
: n . T

sin _cos _ +sin_ _cos = - 3 2
agA-—15 10 10 195. b) B = sin —— cos - cos - cos .
2n 2n . T 32 32 16 8

cos <" cos " —sin <" sin
15 5 15 5

1.11. Chirng minh dang thirc sau:

sin(a+b)sin(a—b)=sin” a-sin“ b=cos” b-cos” a.

-

1.12. Cho tam giac ABC c6 B=75°% C =45° vaa = BC = 12 cm.

a) Str dung ¢dng thirc S = %ab sinC va dinh li sin, hay chirng minh dién tich cia tam giac
ABC cho bdi cong thirc
_azmannC
- 2sinA

b) S&r dung két qua & cau a va cong thirc bién déi tich thanh téng, hay tinh dién tich S cla
tam giac ABC.

1.13. Trong Vat li, phuong trinh téng quat clia mét vat dao déng diéu hoa cho bdi céng thirc
x(t) = Acos(wt + @), trong d6 t 1a thdi diém (tinh bang giay), x(f) 1a li @6 cla vat tai thoi

diém ¢, A la bién d6 dao dong (A > 0) va ¢ < [-m;n| 1a pha ban dau cta dao ddng.
Xét hai dao déng diéu hoa c6 phuong trinh:

x.t(t)=2cus[33‘-r +16"1) (cm),

X, (t) = 2cus[gr—g] (cm).

Tim dao déng tong hop x(t) = X,(t) + X,(t) va slr dung cong thirc bién déi tong thanh tich
dé tim bién dé va pha ban dau clia dao déng tébng hop nay.
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HAM SO LUONG GIAC <<

THUATNGUD KIEN THUC, KINANG

+ Ham s6 lwgng giac | + Nhan biét cac khai niém vé ham sb chdn, ham s I&, ham s6 tudn hoan.
« Ham sb chén . « Nhan biét cac d3c trieng hinh hoc ctia db thi ham sé chdn, ham sbé 1é,
« Ham sb 18 . ham s6 tuan hoan.

« Ham sé tudn hoan : * Nhan biét cac ham sd lwong gidc y =sinx, y =cosx, y =tanx,

y = cot x théng qua dwéng tron lwong giac. Mé ta bang gia tri cia bbén
ham sé lwong giac d6 trén mét chu ki.

.« \/& 46 thi clia cac ham s6 y =sinx, ¥ =cosX, y = tanx, y = cot x.

. Glaithlchtapxacdmh tapglatn,tmh chat chan, Ié; tinh tudn hoan; chu ki;
. khoang déng bién, nghich bién clia cac ham 56 y =sinx, ¥y =C0SX,
y =tanx, y = cot x dwra vao dé thi.

+ Giai quyét mot s6 van dé thie tién gan voi ham s lwong giac.

« Pb thj ctia ham s6
lwgrng giac :

Gia sr van téc v (tinh bang Ilt.r‘glay) cua qung khi trong mot chu ki ho hép (tre la thoi gian tr
lGc bat dau cda mét nhip thé dén khi bat dau cia nhip thé tiép theo) ctia mét nguéi nao dé

o trang thai nghi ngoi dwoc cho boi cong thurc

nt
v =0,85sin—,
3

trong d6 t1a thoi gian (tinh bang gidy). Hay tim thoi gian ciia mét chu ki hd hap day da va sé
chu ki ho hép trong moét phit cla nguoi do.

1. DINH NGHIA HAM SO LUONG GIAC

) HB1. Hoan thanh bang sau:

X sin x COS X fan x cot x
2 ? 2 2 2
6
0 ? ? ? ?
1T
—— ? ? ? ?
2

V&i méi s6 thue x, ta xac dinh dwoc duy nhat mot diém M gty
trén dwong tron lwong giac sao cho sb do cia goc lwong X

giac (OA,OM) bang x. Do do, ta luén xac dinh dwoc cac gia
tri lwong giac sin x va cos x cda x lan lwot 1a tung dé va hoanh

d6 ctia diém M. Néu cos x = 0, ta dinh nghia tanx = > va 7’
} COS X COS X
néu sin x = 0, ta dinh nghia cot x = e

Bl‘




Twr day, ta c6 dinh nghia sau vé cac ham sé lwong giac.

7
L

L

Quy tac dat twong (rng mbi s6 thuc x voi sé thue sinx dwoc goi la ham s6 sin, ki hiéu
la y = sinx.

Tap xac dinh cta ham sé sin 1a R.

Quy tac dat twong irng méi sé thuc x véi sé thuc cosx dwoc goi la ham s cosin,
ki hiéu |a y = cosx.

Tap xac dinh ctia ham sé cosin |a R.
sin x
COS X

Ham sé cho bang céng thirc y = duoc goi la ham sé tang, ki hiéu la y = tanx.

Tap xac dinh cia ham s6 tang 1a R \ {1;-+ kn|k e E}-

Ham so6 cho bang céng thirc y = ZT::

Tap xac dinh cta ham s cotang la B\ |kn |k Z}.

duoc goi la ham so cotang, ki hiéu 1a y = cotx.

-‘1

D Vidu 1. Tim tdp xac dinh cia ham sO y =

Giai

Biéu thirc

Vay

)) Luyén tip 1. Tim tap xac dinh clia ham s y =

1
COSX

c6 nghia khi cos x # 0, tirc 1a x = + kn (k< Z).
COS X 2

tap xac dinh ctia ham s6 da cho la R\{%H{nl REE}‘

sinx

2.HAM SO CHAN, HAM SO LE, HAM SO TUAN HOAN

a) Ham sd chan, ham sd Ié

) Ho2

. Cho hai ham sé f(x) = x* va g(x) = x°, v&i cac @ thi nhw hinh dwoi day.
A

y
4
3
2

1

-2 =1 0O : S

D6 thj ham s6 y = f(x) = x° Do thj ham so y = g(x) = x°




a) Tim cac tap xac dinh D,, D_ cua cac ham s6 f(x) va g(x).

b) Chirng té rang f(—x) =f(x), vx € D;. C6 nhan xét gi vé tinh d6i xirng ctia d6 thi ham sb
y = f(x) doi v&i hé truc toa dé Oxy?

c) Chirng té rang g (—x) = -g(x),Vx e D,. C6 nhan xét gi ve tinh d6i x(*ng clia o thi ham so6
y = g(x) doi véi hé truc toa dé Oxy?

Cho ham s6 y = f(x) ¢6 tap xac dinh la D.

» Ham s6 f(x) dwoc goi la ham sé chan néu Yx e D thi —xeD va f(-x) = f(x).
Do thi cia mét ham sbé chan nhan truc tung la truc déi xirng.

» Ham s6 f(x) dwoc goi la ham sé Ié néu vx € D thi -x e D va f(-x) = —f(x).

k D6 thi cia mét ham so |é nhan goc toa dd la tam doi xirng. J

Nhan xét. Pé v& do thi cia mét ham so chan (twong (ng, 1€), ta chi can vé& phan G6 thi
ctia ham s6 nam & bén phai truc tung, sau d6 Iay dbi xirng phan db thi da vé qua truc tung
(twong (rng, qua goc toa dd), ta sé& dwoc dd thi cia ham sb da cho.

) Vidu 2. Xét tinh chan, |1é cia ham sé f(x) = x sin x.
Giai
Tap xac dinh cia ham so la D = R.
Do d6, néu x thudc tap xac dinh D thi —x cing thudc tap xac dinh D.

Ta c0: f(—x) = (—x)sin(—-x) = xsinx =f(x), YxeD.
Vay f(x) = xsin x 1a ham s6 chan.

) Luyén tip 2. Xét tinh chan, Ié cta ham so g(x) = l
X

b) Ham s0 tuan hoan
» HB3. So sanh:
a) sin(x + 2x) va sinx; b) cos(x + 2n) va cos x;
c) tan(x + ) va tan x; d) cot(x + ) va cot x.
f )

Ham sé y = f(x) cb tap xac dinh D dwoc goi la ham s6 tuan hoan néu tén tai s6 T =0
sao cho vé&i moi x € D ta co:

)x+TeDva x-TeD,
i) f(x+T)=f(x).

SO T dwong nhé nhat thod méan cac diéu kién trén (néu cd) dwoc goi la chu ki cla
khém so tuan hoan do.

o

G
ﬂ Ham sé hang f(x) = ¢ (c |a hang s6) ¢ phai l1a ham sé tuan hoan khéong? Néu ham sé
tuan hoan thi né ¢é chu ki khéng?



Nhan xét

a) Cac ham sé y = sinx va y = cosx tuan hoan véi chu ki 2z. Cac ham sé y = tanx va y = cotx
tuan hoan véi chu ki .

b) Dé vé db thi clia m6t ham s6 tuan hoan véi chu ki T, ta chi can vé db thi cia ham sé nay
trén doan [a; a + T], sau do6 dich chuyén song song v&i truc hoanh phan dé thi da vé sang
phai va sang trai cac doan co dd dai lan lwotla T, 2T, 3T, ... ta dwoc toan bd d6 thi cua
ham so.

) Vi du 3. Xét tinh tuan hoan cGia ham so y = sin2x.
Giai
Ham sé cdé tap xac dinh 1a R va véi moi sé thue x, ta co:
XxX-nelk x+nel,
sin2(x +m)=sin(2x + 2x) = sin2x.
Vay y = sin2x la ham sé tuan hoan.
Cha v. Téng quéat, ngudi ta chirng minh dwoc cac ham sé y = Asinex va y = Acos ox

(@ # 0) la nhitng ham s6 tuan hoan véichu ki T = %

) tuyén tdp 3. Xét tinh tuan hoan cia ham so y = tan2x.

3. D0 THI VA TiNH CHAT CUA HAM S0 y = sin x
) #e4a. Cho ham sé y = sinx.

a) Xét tinh chan, 1é clia ham sé.

b) Hoan thanh bang gia tri sau cia ham so y= sinx trén doan [-x; n] bang céach tinh gia tri
clia sinx v&i nhi*ng x khéng am, sau doé st dung két qua cau a dé suy ra gia tri twong (rng
cua sinx vé&i nhirng x am.

. = | 2R F1L= T 1= 0 = L 3n .
4 2 4 4 2 4
y = sinx t ? ? ? ? ; ? ? ?

Bang cach lay nhiéu diém M(x; sinx) voi x e[-=; n] va ndi lai ta dwoc d6 thi ham sb
y =sinx trén doan [, ).

c) Bang cach lam twong tu cau b cho cac doan khac co d6 dai bang chu ki T = 2%, ta dwoc
do thi cia ham sé y = sin x nhu hinh dwéi day.

Hinh 1.14



Twr @6 thi & Hinh 1.14, hay cho biét tap gia tri, cac khoang déng bién, cac khoang nghich bién
clia ham so y = sin x.

Ham s y = sin x:
+ Coétap xac dinhla R vatap gia trila[-1; 1];
« La ham sé lé va tuan hoan véi chu ki 27,

« Pbng bién trén mdi khodng [_g + k2m g+ kznj va nghich bién trén méi khoang

[L Ko 2%, kzn}k e Z:
> >

+ Cb db thi d6i x(rng qua goc toa dd va goi la mét duwdng hinh sin.

\, A

Y vidu 4. Sir dung dd thi & Hinh 1.14. hay xac dinh cac gia tri cta x trén doan | — - E dé
) Vi duy ing i , hay i gia tri . :

ham s6 y = sin x: 2 2

a) Nhan gia tri bang 0; b) Nhan gia tri dwong.

Giai

a) Ttr d6 thj ta suy ra trén doan [—g; %], y=0khix=0;x ==

b) Ham s6 nhan gia tri dwong (rng voi phan doé thi nam trén truc hoanh. T dé thi ta suy ra
trén doan [—g; %E] thi y > 0 khi x € (0;7).

)) Luyén tip 4. Tim tap gia tri ciia ham s6 y =2sinx.
) Vin dung 1. Xét tinh hudng mé dau.
a) Giai bai toan & tinh huéng mé dau.
b) Biét rang qua trinh hit vao xay ra khi v > 0 va qua trinh thé ra xay ra khi v < 0.
Trong khoang théi gian tir 0 dén 5 gidy, khoang thdi diém nao thi ngudi dé hit vao? nguoi
do tho ra?

4. D0 THI VA TINH CHAT CUAHAM S0 y=cos x

) Ho5. Cho ham sé y = cos x.
a) Xét tinh chan, 1& clia ham so.

b) Hoan thanh bang gia tri sau clia ham sb y = cos x trén doan [-x; ] bang cach tinh gia tri
cla cos x véi nhirng x khéng am, sau dé str dung két qua cau a dé suy ra gia tri twong
(rng cua cos x véi nhirng x am.

X —y _E _E _E G E E 3_11:. T
4 2 4 4 2 4
y = COSX ? ? ? T ? ? ? ? ?
Bang cach lay nhiéu diém M(x; cosx) v&i x e[-m; n] va ndi lai ta dwoc dé thi ham sé

y = cos x trén doan [-=; «].



¢) Bang cach lam twong ty cau b cho cac doan khac cé dd dai bang chu ki T =2x, ta dwoc
dd thi ciia ham sé y = cos x nhw hinh dwéi day.

v y = COSX
ST . o - &
Ee: ™% = | & Fal ﬁ"“\?l
—2m \ 2/ ! £ | 2 5
TN - O  n\ Ty 31 2n N\
- ---E-‘-:\:ﬂ:-r-i-z ------ :1----% -t\:}a-i-r--{-g ----- HEH"““ x
k= ) =
1 I =2n !
Hinh 1.15

Twr d6 thi & Hinh 1.15, hdy cho biét tap gia tri, cac khoang déng bién, cac khoang nghich bién
clia ham sé y = cos x.

-~ N

Ham sb y =cos x:
« Cotap xac dinh la R va tap gia tri la [-1; 1];
« La ham so chan va tuan hoan véi chu ki 2x;

» Dong bién trén méi khodng (—n + k2r; k2r) va nghich bién trén mdi khoang
(k2mm+ k2n), k € Z;

- C6 d6 thi la mét dwong hinh sin déi x(rng qua truc tung.

L o

) Vidu 5. S& dung dé thi & Hinh 1.15, hay xac dinh cac gia tri cia x trén doan {—3—;-; 1—2'—'-] dé
ham s0 y =cos x:

a) Nhan gia tri bang 0; b) Nhan gia tri am.
Giai
a) Tir @3 thi ta suy ra trén doan| — 3% | y=0khix=—=F, x=-=, x==%,
2742 2 2 2
b) Ham sé nhan gia tri &m (rng véi phan do thi nam dwéi truc hoanh. Tur doé thi ta suy ra trén
3n w . . " 3 7
doan | ——; — |, thi ¥ < 0 khi —— .
'[22] ¥<OMixe| -5 2J

) Luyén tip 5. Tim tap gia tri ciia ham so y = -3cos Xx.

') vén dung 2. Trong VAt li, ta biét rang phuong trinh tdng quéat ciia mét vat dao ddng diéu hoa
cho b&i cdng thirc x(t) = Acos(wt + @), trong do t|a thoi diém (tinh bang gidy), x(f) 1a li d6 caa
vat tai thoi diém ¢, A |a bién do dao dong (A > 0), wt + ¢ la pha cla dao dong tai thoi diém ¢
va ¢ € [-m;n] Ia pha ban dau cla dao dong. Dao dong diéu hoa nay co chu ki T = &1 (tirc 12
khodng théi gian dé vat thuc hién mét dao dong toan phan). N

Gia str mét vat dao ddng diéu hoa theo phwong trinh x(t) = -5cos 4nt (cm).

a) Hay xac dinh bién d6 va pha ban dau cla dao dong.

b) Tinh pha clia dao dong tai thoi diém t = 2 (giay). Héi trong khoang thoi gian 2 giay,
vat thue hién dwoc bao nhiéu dao déng toan phan?



5. 90 THI VA TINH CHAT CUAHAM S0 y=tan x

) 406, Cho ham sbé y =tan x.
a) Xét tinh chan, 1é cGa ham sé.

b) Hoan thanh bang gié tri sau clia ham sé y = tan x trén khoang (——;; —EJ

L
3

0

L
6

#
4

WA

y=tanx | 9 ? ? ?

Bing cach lay nhidu diém M(x: tanx) véi x e [—g; g) va néi lai. ta dwoc @b thi ciia ham

sb y =tan x trén khoéng {—%; %]
¢) Bang cach lam tuong tw cau b cho cac khodng khac cé dé dai bang chu ki T = &, ta dwoc
do thi cGia ham s6 y = tan x nhw hinh dwéi day.

v A

& e A W O S S W e O - W O P - O - O B O S -
- - O O O A P O - e e S . - e 8
- - - O - S - - - e

Hinh 1.16

Twr d6 thi & Hinh 1.16, hay tim tap gia tri va cac khoang déng bién ctia ham sé y =tanx.

i T

Ham s6 y = tan x:

Co tap xac dinh la m{%wnmez} va tap gia trila R;

La ham sb Ié va tuan hoan véi chu Ki =

Péng bién trén méi khoang [—g— +km -"'2-‘ + kn),k e 7

C6 do thi d6i x(rng qua gbc toa dé.




) Vidu 6. S&r dung d6 thi da vé & Hinh 1.16, hdy xac dinh cac gia tri clia x trén doan [

dé ham sb y = tanx:
a) Nhan gia trj bang 0;

Giai

a) Tur do thi ta suy ra trén doan [—:rr; —] y=0khix=-mx=0;x =m.
b) Ham s6 nhan gia tri dwong (rng voi phan dé thi nam trén truc hoanh. Tr d6 thi ta suy ra

|

trén doan [-n; %} thi y> O khi x e [

[ 3n
_E,_
2

] dé ham sé y = tan x nhan gia tri am.

b) Nhan gia tri dwong.

3n
2

i

)

[}

2

(e

) Luyén tip 6. ST dung d6 thi da vé & Hinh 1.16, hay xac dinh cac gia tri cta x trén doan

6. D0 THI VA TiNH CHAT CUAHAM S0 y=cot x

) HB7. Cho ham sé y = cot x.

a) Xét tinh chan, Ié ciia ham s6.

3n

b) Hoan thanh bang gia tri sau cla ham s6 y = cot x trén khoang (0: ).

- 3n
_TE’ —

2

% L 7 % 5 25 A R
6 4 3 2 3 4 6
y =cotx 1y ? ? ? ? ? ?

Bang cach lay nhiéu diém M(x; cotx) véi x «(0; n) va nbi lai, ta dwoc do thi cia ham sé
y = cot x trén khoang (0; ).

c) Bang cach lam twong tw cau b cho cac khoang khac cé dé dai bang chu ki T = &, ta dwoc

do thi cia ham sé y = cot x nhu hinh dwéi day.

yl

- - . . O . . . R O - . . .

Hinh 1.17

- - - - - - - - R - - - - e - - -

|



Tr 6 thi & Hinh 1.17, hdy tim tap gia tri va cac khoang nghich bién cia ham sé y = cot x.

rFHrélrrl sé y = cot x: |
« Cétépxacdinhla R\ |kn|k eZ} vatap giatrila R,
« Laham sb |é va tuan hoan voi chu ki =
» Nghich bién trén mdi khoang (km = + k=), k € Z;

_+ C6 d6 thi doi x(rng qua goc toa dd.

J

) Vidu 7. S dung do thi da vé & Hinh 1.17, hay xac dinh cac gia tri cQa x trén doan [—E: Zn}
dé ham sé y = cot x: <

a) Nhan gia tri bang O; b) Nhan gia tri am.
Giai
a) T(r do thi ta suy ra trén doan [_g; 2::], y=0Khi x = -g; X =g; X = %

b) Ham sé nhan gia tri am (rng v&i phan dbé thi nam dwdi truc hoanh. Tr db thi ta suy ra trén

doan [—E: 2:':] thi y <0 khi x E(—E; D]u[ﬁ; ziu(ﬁ; 2:11.
2 2 2 J 2 )

/) Luyén tip 7. S&r dung db thi da vé & Hinh 1.17, hay xac dinh cac gia tri cia x trén doan

[—g; 2?1:] dé ham sb y = cot x nhan gia tri duong.

BAITAP
1.14. Tim tap xac dinh cta cac ham soé sau:
1-cosx 1+cosx
8= sinx b}y_JZ—cnsx'
1.15. Xét tinh chén Ié cGa cac ham sé sau:
a) y=sin2x +tan2x; b) y = cos x + sin® X;
C) Yy =sinxcos2x; d) y =sin X +cos Xx.
1.16. Tim tép gia tri cha cac ham so sau:
a) y=23in(x—%}—1; b) y =~J1+cosx — 2.

1.17. Tir d6 thi cha ham sé y = tan x, hay tim cac gia tri x sao cho tanx =0.
1.18. Gia st khi m6t con song bién di qua mot cai coc & ngoai khoi, chiéu cao clia nwéc duoc
mé hinh hoa b&i ham s6 h(t) =90 cns[%rj, trong do h(f) 1a d cao tinh bang centimét

trén muc nwéc bién trung binh tai thoi diém ¢ gidy.
a) Tim chu ki cua séng.

b) Tim chiéu cao ctia séng, tirc 1a khoang cach theo phuwong thang dirng gitra day va dinh
cua song.



PHUONG TRINH LUONG GIAC

CO BAN

THUAT NGO KIEN THU'C, KiNANG
: .« Nhan biét cong thirc nghiém ctia phwong trinh lwong giac
co ban bang cach van dung do thi ham s6 lwong giac twong (ng.

i * Tinh nghiém gan dang cla phwong trinh lwong giac co ban

i bang may tinh cam tay.

+ Gidi phwong trinh lwong giac & dang van dung truc tiép

i phwong trinh lwgng giac co ban.

|+ Gidi quyét mdt s6 van dé thuc tién gan voi phwong trinh
lwong giac.

* Phwong trinh lwgng giac

* Phwong trinh lwong gléc
co ban

« CoOng thirc nghiém

M6t qua dan phao dwoc ban ra khdi ndng phao véi van tée
ban dau cé d6 16n v, khéng déi. Tim goc ban o dé qua dan
phao bay xa nhat, bé qua sirc can clia khéng khi va coi qua
dan phao dwoc ban ra tir mat dat.

Hinh 1.18. Dan phao

1. KHAI NIEM PHU'O'NG TRINH TUONG DUONG

) 1o1. Nhan biét khai niém hai phwong trinh twong dwong

Cho hai phwong trinh 2x -4 =0va (x - 2)(:-:2 + ‘I) =0.
Tim va so sanh t&p nghiém cua hai phwong trinh trén.

i B

« Hai phwong trinh dwoc goi la fuong duong khi chung co cung tap nghiém.
+ Néu phuwong trinh f(x)=0 twong duwong véi phwong trinh g(x) =0 thi ta viét

f(x)=0< g(x)=0.

b -

Chu y. Hai phuong trinh vé nghiém la twong dwong.
' » Vidu 1. Hai phuong trinh sau ¢é tuvong duong khéong?
2x +6=0vax?+6x+9=0.
Giai
Tap nghiém cua phwong trinh 2x +6 =0 1a S, = {-3}.
Phuong trinh x? + 6x + 9=0 dwoc viét lai thanh (x+ 3)2 =0, do dé tap nghiém cua no la

S, ={-3}.
Vay hai phuwong trinh trén la twong duong.




J Luyén tdp 1. Xet s twong dwong cla hai phwong trinh sau:

X—-1
x+1

=0vax?-1=0.

Chu y. Dé gidi phwong trinh, thong thwong ta bién d6i phirong trinh d6 thanh mét phuong trinh
twong dwong don gidn hon. Cac phép bién déi nhw vay goi la cac phép bién doi tuong duong.

Néu thwe hién cac phép bién dbi sau day trén mét phwong trinh ma khéng lam thay déi diéu
kién cua no thi ta dwoc mot phwong trinh méi twong dwong vei phwong trinh da cho:

a) Cong hay trir hai vé véi cling mét sé hodc mét biéu thire:
f(x)=g(x) < f(x)+ h(x)=g(x)+ h(x).

b) Nhan hoéc chia hai vé véi cing mét sé khac 0 hodc véi cung mét biéu thire ludn co gia tri
khac O:

f(x)=g(x) < f(x)h(x)=g(x)h(x), (h(x)=0).
2.PHUONG TRINH sinx=m

) #o2. Nhan biét cong thirc nghiém cua phwong trinh sin x = % 1 Ay

a) Quan sat Hinh 1.19, tim cac nghiém cua phwong trinh
da cho trong nira khoang [0; 2r).

b) Dwa vao tinh tuan hoan clia ham so sin, hay viet cong thirc
nghiém cua phwong trinh d& cho.

Minh hoa bang do thi: Nghiém cuia phwong trinh sin x :%

5 % -~ » o ) n = 1 x i -
la hoanh @6 cac giao diém cua duwong thang y = > va do thi
ham sb y =sinx. Hinh 1.19

@ |

- 41

Hinh 1.20. Buong thang y 1 va do thj ham s6 y = sinx
2

Téng quat, xét phwong trinh sinx =m (*).

— Néu |ml>1 thi phwong trinh (*) v& nghiém vi |sinx| <1
voi moi x e R,

¥ X
— Néu |ml <1 thi ton tai duy nhat “E["g; %] thod man O "
. T, . an g . n 3n
sin oo = m. Khi do, tren doan co do dai 2= la [_f:?]'
phwong trinh (*) c6 cac nghiém o van — a (H.1.21). -1

Hinh 1.21



Do tinh tu&n hoan véi chu ki 2z cGa ham sin, ta chi viéc cdéng vao cac nghiém nay cac béi

nguyén cla 2r thi sé& dwoc tat ca cac nghiém cla phuwong trinh (*).

-
» Phwong trinh sin x = m c¢6 nghiém khi va chi khi Iml <1.

s

« Khi|m| <1, sé ton tai duy nhat o [-E- E] thoa mén sina = m. Khi d6

: : : X=o+k2n
sinx=m < sinx=sina < (keZ).
| X=n—o+k2n

Cha

a) Néu s6 do cua goc a duwoc cho bang don vi dé thi
x =a’ + k360°

sinx =sina’® < i (ke Z).

x =180° —a” + k360°

b) Mét s trwdng hop dac biét:

. Sinx=0=x=knlkeZ).

‘ sinx=1¢x=g+k2n{k52’;).

. sinx=—1¢::::{=—g+k2n{ke Z).

) Vidu 2. Giadi cac phuong trinh sau:

a)sin:’r:—ﬁ; b)sinx:i.
2 3
Giai )
X =——+ k2
. 3 (= 3 o I
a) sinX=——<sinx=s8in| —— [ (k€ Z). sinu=siny =
2 o) 47
X=—+Kk2n
| 3
: ri A A I a8 N 1 - !
b) G@IHE{—E; E} la goc thoa man smu=§.Khldntam:
. 1 . X=a+Kk2n
SinX =— <> sin X =sin kel)
3@ u@{xzn—u+k2n{ =5

) Vidu 3. Giai phwong trinh sin2x = sin (60“ - 3x).
Giai
2x =60° —3x + k360°

sin2x = sin(ﬁﬂ“ = Sx) &
2x=180° - (50” -3x) +k360°

'5x =60° + k360° NES 2 4+ k72°
—x=120° +k360° | x=-120° - k360°
Vay nghiém cua phwong trinh da cho la

X =12° + k72° (k e Z) va x = -120° — k360° (k € Z).

Uu=v+Kk2an
u—-n-v+k2n

(k e Z).

(k

I

Z).



) Vi du 4. Giai bai toan & tinh hubng mé dau.
Giai £
Chon hé truc toa d6 cé gbc toa d6 dat tai vi tri
khdu phdo, truc Ox theo hwéng khau phao
nhw hinh bén. Khi do, trong Vat li, ta biet rang
quy dao cua qua dan phao co dang dwong
parabol c6 phwong trinh (v&i g la gia toc

trong trrong) y = —; 9 —x* + xtana.
2v, Ccos” o
—g ) _ V4 sin2a
Cho y =0ta dwoc ————x* + xtana =0, suy ra x=0 hoac x = .
2vy COS” o g
. : v sin2a Vesin2a V5 i s .
Qué dan cham dat khi x = = .Tacd x =2 <0 daubang xay rakhi sin2a =1.
g g g

Gidi phuong trinh sin 2o = 1, ta duoc a =%+k:rr (keZ).Do0<a ignén o =%hay o = 45°,

Vay qua dan phao sé bay xa nhat khi goc ban bang 45°.

2

') Luyén tap 2. Giai cac phuwong trinh sau: a) sinx = ?; b) sin3X = —sinax.

3.PHUONG TRINH cosx=m

) #o3. Nhan biét cong thirc nghiém cua phwong trinh
1

COS X = ——
2

a) Quan sat Hinh 1.22a, tim cac nghiém cua phuwong

trinh da cho trong nira khoang [-m; ).

b) Dwa vao tinh tuan hoan cta ham sé cdsin, hay viét
cong thirc nghiém cla phwong trinh da cho. Hinh 1.22a

Minh hoa bang db thi: Nghiém ctia phwong trinh cos x = —% la hoanh d6 céc giao diém cua

dwong thang y = —% va dbé thi ham sé y = cos x.

Hinh 1.23. Puong thdng y - -; va do thi ham sd y = cos x



= ™

» Phwong trinh cosx = m ¢é nghiém khi va chi khi [m| < 1.

» Khi [ml<1, s& ton tai duy nhat o <[0;x] thod man
cosa = m. Khi do

X=o+k2n )
COSX =M <> COSX =C0Sa < (k € Z).
X=—0+K2n
LN v
Chuy
_ _ ‘ Hinh 1.22D
a) Néu so do cua goc a duwoc cho bang don vi do thi
.0 o
cosx=cosa® | O T (k e ).
x =-a° + k360°
b) Mét s6 tredng hop dac biét:
. cusx=0<¢x=§+kn (keZ).
» cosx=1ex=k2nlkeZ).
e COSX=—1x=n+k2nlkeZ).
» Vi du 5. Giai cac phuong trinh sau:
3
a) GGSI’='~%; b) cos x =0,1. COSU =cosV & u =+v + k2n(k € Z).
Giai
a) msx=—?3@cﬂsx=cﬂ556—n@x=i%+k2¢: (keZ).

b) Goi a €[0; ] Ia géc thoa man cosa = 0,1. Khi d6 ta co:

cosx=0,1<cosx=cosa < x=+ta+k2n (keZ).
9 Vi du 6. Gidi phwong trinh cos2x = cos(45° — x).
Giai
2x =45° — x + k360°

cos2x = cos(45° — x) = -
2x=—(45° - x)+ k360°

3x=45° +k360° | x=15° + k120°
= < (k € Z).
| x=-45° + k360° | x =-45° + k360°

) Luyén tap 3. Giai cac phuwong trinh sau: a) 2cosx = —J2:  b) cos3x —sin5x =0.

» Vin dung

Khi M&t Trang quay quanh Trai Dat, mat dbi dién voi Trai Dat thwong chi dwoc Mat Troi chiéu
sang mét phan. Cac pha cia Mat Trang mé ta mirc dd phan bé mat ctia ndé duwoc Mat Troi
chiéu sang. Khi géc gilra Mét Troi, Trai Dat va Mat Trang l1a o (0° < o <360°) thi ti & F cla
phan Mat Trang duwoc chieu sang cho béi cong thirc

1
F=—(1-cosa).
_(1-cosa)

(Theo usno.navy.mil),



Xac dinh goc a tvong rng voi cac pha sau cua Mat Trang:
a) F =0 (trang moi);

b) F = 0,25 (trang Iw&i li&m): e L LT

c) F=0,5 (tréng bén nguyét dau thang hoac / Mat W;Hi?i
trang ban nguyét cudi thang); " Trai DAt :,-

d) F =1 (trang tron).

.....

4.PHUONG TRINH tan x=m
) uoa. Nhan biét cong thirc nghiém ctia phwong trinh tan x =1
a) Quan sat Hinh 1.24, hay cho biét dwéng thang y = 1 cat d6 thj ham sé y = tan x tai may

T T

diém c6 hoanh d6 trong khoang ('E' E)‘

y =tanx

et

H.Jlm
e e B e e o e i
I
- r._JI_‘-l-_-____.

r

- S O O - e . - O e e = = = = = e
-

o N S e S e W L I

Hinh 1.24. Budng thdng y = 1 va db thi ham s6 y = tan x

b) Dwa vao tinh tuadn hoan ctia ham sé tang, hay viét cong thirc nghiém cta phuwong trinh
da cho.

i - i 3 A
« Phuwong trinh tan x = m c6 nghiém v&i moi m.

« V& moi m e R, ton tai duy nhat o e [ag; -125] thoa man tana = m. Khi d@é

tanx=me tanx=tana < xX=a+kn (K€ Z). |
%

Chi y. Néu sé do clia géc o dwoc cho bang don vi db thi
tanx =tana® < x=a® + k180° (k cZ).

') Vi du 7. Gidi cac phuong trinh sau:  a) tan x = —/3: b) tan x = 2.
Giai
a) tanx = - 3¢>tanx=tan(—§}¢:>x=—%+kn(kEZ).

b) Goi o e [—g; %] la gb¢c thod man tan o = 2. Khi dé ta cé:

tanx=2<tanx=tana < x=a+knlke?Z).

') Luyén tdp 4. Gidi cac phuong trinh sau:  a) /3tan2x = —1; b) tan3x +tan5x =0.

B



5.PHUONG TRINH cot x=m

) 105, Nhan biét cdng thirc nghiém cua phwong trinh cot x = —1

a) Quan sat Hinh 1.25, hdy cho biet dwong thang y = -1 cat 6 thi ham so y = cot x tai may
diém cé hoanh @6 trong khoang (0;x).

B T I ]
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Hinh 1.25. Buong thdng vy = -1 va do thi ham s6 y = cot x

b) Dwa vao tinh tuén hoan ctia ham sé cotang, hay viét cong thirc nghiém ctia phwong trinh
da cho.

i ™
« Phwong trinh cot x = m co nghiém v&i moi m.

» V&imoi m e R, ton tai duy nhat o < (0;7) thod man coto. = m. Khi dé

cotx=mo cotx=cota = x=a+kn (k).
\ | J

Cha . Néu sb do goc a duoc cho bang don vi d6 thi

cotx=cota’ < x=a° +k180° (keZ).

') Vidu 8. Giai cac phuong trinh sau: cotl = cotv < U = v+ kn (k € Z).

a) cotx =—/3 ; b) cotx=5.
Giai

a) Gﬂtx=—J§¢:=CDtX=GDt(—%]¢>}(=—%+RH (keZ).

b) Goi o &(0;n) la géc thoa mén cota = 5. Khi d6 ta cé:

cotx=5<=cotx=cotao=x=a+knlke?Z).

D luyén tip 5. Giai cac phwong trinh sau: a) cotx =1 b) J3cotx +1=0.




6.SU DUNG MAY TiNH CAM TAY TiM MOT GOC KHI BIET GIA TRI
LUO'NG GIAC CUANO

Céc phim (sin™"), (cos™) va (tan™") cia may tinh cam tay dwoc ding dé tim s6 do (d6 hoéc
radian) cua moét goc khi biét moét trong cac gia tri lwong giac cda no.

' Dé tim 6 do ta thwe hién cac buéc sau:
Buoc 1. Chon don vi do goc (d6 hoac radian).

Mudn tim s6 do d6 (dong trén cung cia man hinh xuat hién chir nhé D), ta an
SHIFT) [MODE) (3
Muén tim s6 do radian (dong trén cung clia man hinh xuat hién chir nhé R), ta an

SHIFT) HODE] | 4

Buée 2. Tim sb6 do goc.

Khi biét sin, cosin hay tang cla goc « can tim bang m, ta 1an lwot 4n cac phim va
mot trong cac phim [sin], [cos] va [tan], roi nhap gia tri lwong giac m va cudi cung an phim
=]. Luc nay trén man hinh cho két qua la s6 do cua goc o (dd hoac radian).

. _ 7

Chuy
+ Khi & ché dd radian, cac phim (sin™"), (tan'), cho két qua Ia mét sé thudc khoang

2"2
(cos™) thi Iml<1.

+ Khi & ché dd s6 do dd, cac phim (sin™') va (tan™') cho két qua la s6 do goc o tir —90°
dén 90°, phim (cos™) cho két qua la sé do goc o tlr 0° dén 180°, véi (sin-') va (cos™)
thi lm| <1.

«  Khi c6 két qua (trwong hop chon don vi do d0), an phim [»» thi dwa két qua vé dang
dé - phut - giay.

[ % “], phim (cos™') cho két qua |a mét sé thudc khoang (0; =), tat nhién véi (sin™) va

) Vidu 9. Str dung may tinh cam tay, tim s6 do d6 va radian clua goc «, biét sina = 0,58.

Giai

S6 do dd:

sina Bam phim Man hinh hién | Két qua clia o (gan ding)
0,58 | |sHiFT) [WODE) (3 ] [sHIFT] [sin) (O [+ ] (5] (8] (=] [+») | 35.45054264 3520 2"
S6 do radian:

sina Bam phim Man hinh hién | Két qua cla o (gan dung)
0,58 | |sHIFT) [MODE| | 4 ] [sHIFT) [sin) (O] L+ ] (5] (B8] [= 0.6187286907 061873

) Luyén tip 6. Sir dung may tinh cam tay, tim sé do d6 va radian cutia goc o, biét:

a) cosa =-0,75, b) tana = 2,46; c) cota =-6,18.



BAITAP
1.19. Giai cac phuwong trinh sau:

V3

a) sinx:—z—; b) 2cos x =—«/§;
c)ﬁtan[%ﬂﬁ“]:‘l: d) cut(2x-1)=cut%.
1.20. Gidi cac phwong trinh sau: a) sin2x +cosd4x =0; b) cos3x = —-cos7Xx.

1.21. M6t qua dan phao duoc ban ra khéi nong phao véi van toc ban dau v, = 500 m/s
hop v&i phwong ngang moét goc a. Trong Vat |i, ta biét rang, néu bd qua sirc can cla
khéng khi va coi qua dan phao dwoc ban ra tir mat dat thi quy dao cta qua dan tuan theo
phwong trinh y = E_Q 5 x* + xtano, & d6 g = 9,8 m/s® la gia téc trong trrong.

2V Cos” a

a) Tinh theo goc ban o tam xa ma qua dan dat tdi (tirc 1a khoang céach tilr vi tri ban dén
diém cham dat cua qua dan).
b) Tim géc ban o d& qua dan tring muc tiéu cach vi tri @3t khau phao 22 000 m.

1.22. Gia stir mét vat dao déng dieu hoa xung quanh vi tri can bang theo phwong trinh

X = 2::03(51‘ - E].
\ 6
O day, théi gian t tinh bang gidy va quang dudng x tinh bang centimét. Hay cho biét trong
khoang thoi gian tir 0 dén 6 giay, vat di qua vi tri can bang bao nhiéu l1an.

(f—. Em co biét?

Luwong giac duwoc phat trién bdi cac nha thién van hoc nguwdi Hy Lap ¢d dai, nhirng
ngudi coi bau troi 1a nam bén trong cua moét méat cau, do do & tw nhién la cac hinh
tam giac trén mat cau duoc nghién ciru kha sém bdi Menelaus & Alexandria vao
khoang nam 100 sau Céng nguyén va cac hinh tam giac trén mat phang dwoc nghién
ctru mudn hon nhiéu. Cudn sach dau tién chira dwng cac phuong phap x li cé hé
théng vé lwong giac phang va lwong giac cau duoc viét boi nha thién van hoc ngudi
Ba Tw Nasir Eddin, khoang nam 1250 sau Céng nguyén.

Regiomontanus (1436 — 1476) la nguoi co cong lén trong viéc chuyén Lwong giac tir
Thién van hoc sang Toan hoc. Coéng trinh clia 6ng da dwoc cai tién bdi Copernicus
(1473 — 1543) va mot hoc tro cla Copernicus la Rhaeticus (1514 — 1576). Cubn sach
cuia Rhaeticus la cuén sach dau tién dinh nghia cac ham lwong giac la ti s6 cac canh
cua tam giac, mac du 6ng chwa dwa ra tén goi nhw hién nay cua chung. Cac tén goi va
ki hiéu nhw ngay nay chung ta dung dwoc dwa ra béi Leonhard Euler (1707 — 1783),
nguwoi da xay dung li thuyét hién dai vé cac ham sé lwong giac trong cudn “Mé& dau
vé gidi tich cac dai lwong vé cung bé” xuat ban nam 1748.

Lwong giac 1a nganh khoa hoc ¢6 nhiéu rng dung. C6 thé ké dén viéc sir dung
Lwong giac trong cac van dé do dac cua Thién van va Dia li, cling nhw nhirng (rng
dung phong phu cia Lwong giac trong Li thuyét sé, Co hoc, Pién hoc, Hoa hoc,
Sinh hoc, Hai dwong hoc, D6 hoa may tinh, Li thuyét am nhac va nhiéu linh vuec khac.

(Theo C.B. Boyer, U.C. Merzbach, A History of Mathematics, Third Edition, Wiley, 2017).
\ B




BAI TAP CUOI CHUONG | <<<

& -
A-TRAC NGHIEM
1.23. Biéu dién cac gbc lwong giac u-—%, B-g. ?_2_2:-1;_ B-% trén dudng tron
lwong giac. Cac géc nao cé diém biéu dién triing nhau?
A.Bvay. B.a,B,v.
C.B, v, 8. D. o vap.

1.24. Trong cac khang dinh sau, khang dinh nao |1a sai?
A. sin(m—a)=sino. B. cos(n—a)=cosa.
C.sin(n+a)=-sina. 0. cos(n+ o) =—cosa.

1.25. Trong cac khang dinh sau, khang dinh nao |a sai?
A. cos(a—b)=cosacosb -sinasinb. B. sin(a—b)=sinacosb —cosasinb.

C. cos(a+b)=cosacosb -sinasinb. D. sin(a+ b)=sinacosb + cosasinb.

1.26. Rut gon biéu thirc M = cos(a + b)cos(a—b)-sin(a+b)sin(a-b), ta duoc
A. M =sin4a. B. M=1-2cos’a. C.M=1-2sina. D.M=cos4a.

1.27. Khang dinh nao sau day |4 sai?
A. Ham sb y = cos x co tap xac dinh la R.
B. Ham sé y=cosxcotapgatnlal[-1; 1]
C. Ham sb y =cos x la ham s6 1&.
D. Ham s6 y = cos x tudn hoan vaéi chu ki 2.

1.28. Trong cac ham s6 sau day, ham s6 ndo |a ham tuan hoan?

A.y=tanx+ x. B.y=x*+1, C. y =cotx. D. y_S'”X

X
1.29. D6 thi clia cac ham s6 y =sinx va y = cos x cat nhau tai bao nhiéu diém cé hoanh dé

thudéc doan [-211:;%] ?

A.5. B.6. C.4 D.7.
1.30. Tap xac dinh clia ham sé y = X _ |3
sinx —1
A. R\{k2n| ke Z}. B. m{2+k2n|kez}
C. R\{2+kn|kez} D. R\{kn|keZ}.




B-TU LUAN

. i . i e ,
1.31. Cho goc a thoa man%{a{n, cos o = ———. Tinh gia tri cla cac biéu thirc sau:

J3

a) sin(a+£); b) ms(u+£); C) sin(a-ﬁl; d) cus(u—E].
6 | 6 3 6

1.32. Chirng minh cac dang thirc sau:

a) (sina +cosa )’ =1+ sin20; b) cos* a —sin® o = cos 2a.
1.33. Tim tap gia tri cGia cac ham soé sau:

a}y=2ms{2x—§]—1; b) y =sinx + cos x.
1.34. Giai cac phwong trinh sau:

. p H |
a}cns(Bx—%J:—g; b) 2sin*x -1+cos3x =0; ¢) tan 2x+ngtan(x—gJ.

%,

1.35. Huyét ap |a ap luwc can thiét tac déng 1én thanh cia déng mach dé dwa mau tir tim dén
nudi dwédng cac mé trong co thé. Huyét ap dwoc tao ra do Iuc co bop cla co tim va sirc
can clia thanh déng mach. Méi |an tim dap, huyét ap clia chung ta tang rbi giam gifra cac
nhip. Huyét ap tdi da va huyét ap toi thiéu duoc goi twong (rng 1a huyét ap tam thu va tadm
treong. Chi s6 huyét 4p cda chung ta duoc viét 1a huyét ap tam thu/huyét ap tdm treong.
Chi s6 huyét ap 120/80 Ia binh thwéong. Gia st huyét ap cla mét nguei nao dé dwoc mo
hinh hoa b&i ham so

p(t) =115+ 25sin(160xt),
trong d6 p(t) la huyét ap tinh theo don vi mmHg (milimét thuy ngan) va thoi gian ¢ tinh
theo phut.

a) Tim chu ki ctia ham s6 p(f).
b) Tim sé nhip tim méi phat.
c) Tim chi s6 huyét ap. So sanh huyét ép ctia ngudi nay véi huyét ap binh thuwéng.
1.36. Khi mét tia sang truyén tir khéng khi vao mat nwéc thi
moét phan tia sang bi phan xa trén bé mat, phan con lai

bi khuc xa nhw trong Hinh 1.26. Goc tdi i lién hé voi goc
khuc xa r boi Pinh luat khuc xa anh sang

sinf n,
sinr n,

O day, n, va n, twong (rng la chiét suat clia méi trrong 1
(khéng khi) va méi trwong 2 (nwéc). Cho biét goc téi
i =50° hay tinh géc khic xa, biét rang chiét suat cua
khéng khi bang 1 coén chiét suét cta nwédce la 1,33. Hinh 1.26




CHUONG I

DAY SO. CAP SO CONG
VA CAP SO NHAN

Chwong nay gidi thiéu nhirng khai niém co’ ban vé day sé (hiru
han va vé han), mét loai ham sé ma bién s6 la nhirng s6 nguyén
dwong, va trinh bay mét cach hé théng hai day sé dac biét, co
nhiéu (rng dung trong thwc tién 1a cap so cdng va cap so nhan.

THUATNGD | KIENTHUTC, KiNANG

« Day sb i + Nhan biét ddy s6 hiru han, ddy s6 v han.

+ Diy s6 tang .« Thé hién cach cho day s6 bang liét ké cac sé hang; bang cong thirc

« Day sb giam tdng quat; bang hé thirc truy hoi; bang cach mé ta.

+ Day sb bj chan : » Nhan biét tinh chéat tang, giam, bj chan cua day s trong nhirng
:  trwong hop don gian.

Nam 2020, s6 dan cGa mot thanh pho trie thudc tinh |a khoang 500 nghin ngwdi. Ngudi ta
wdc tinh rang so dan cha thanh pho doé sé tang trudng voi téc @6 khoang 2% moi nam.
Khi 46 s6 dan P, (nghin ngwdi) cia thanh phd d6 sau n nadm, ké tir nam 2020, duoc tinh
bang céng thire P, =500(1+0,02)". Héi néu tang trudng theo quy ludt nhir vay thi vao nam
2030, s6 dan cua thanh phé do |a khoang bao nhiéu nghin ngudi?

1. DINH NGHIA DAY S0

» o1, Nhan biét day s6 vé han S6 chinh phwong la sb

Viét nam sé chinh phwong dau theo thir tw tang dan. Tl d6, dw doan béngsginh phuong cua
cong thirc tinh sé chinh phuong thir n. mot sO t nhién.

Tir cbng thirc nhan duoc, ta cd quy tac dé viét duwoc day gom tat ca
cac so6 chinh phuwong.

-

« M&i ham sb u xac dinh trén tap cac sé nguyén dwong N” dwoc goila
mét diy s6 v6 han (goi tat 1a day sé), ki hiéu la u = u(n).

+ Ta thudng viét u, thay cho u(n) va ki hiéu day so u = u(n) béi (u),
do d6 day s6 (u) dwoc viét dwdi dang khai trien u,, u,, us, ..., u

SO u, goi 1a s6 hang dau, u, 1a s6 hang thir n va goi la so hang
tong quéat cha day sb.

L o

Chuy. Néuvne N, u, =c thi (u,) dwoc goi 1a day sé khéng déi.




) Vidu1. Xac dinh s6 hang dau va sé hang téng quat clia méi day sé sau:
a) Day sb (u,) cac sé tw nhién |1é theo thir tw tang dan: 1, 3,5, 7, ...
b) Day s0 (v,) cac s6 nguyén duong chia hét cho 5, sap xép tir bé dén Ién: 5, 10, 15, 20, ...
Giai
a) Day (u,) c6 s6 hang dau u, = 1va s6 hang téng quat u, =2n -1.
b) Day (v,) c6 sb hang dau v, = 5 va sé hang téng quat v, = 5n.

) wo2. Nhan biét day s6 hiru han

a) Liét ké tat ca cac s6 chinh phwong nhé hon 50 va sap xép chung theo thir tu tir bé én Ion.
b) Viét cdng thirc sé hang u, cla cac s6 tim dwoc & cau a) va néu rd diéu kién cla n.

~ ™

« Mo&iham s6 uxac dinhtréntap M ={1,2;3;...; m} véime N’
dwoc goi la mot day sé hiru han.

+ Dang khai trien ctia day so hiru han la u, u,, ..., u

L
S0 u, goi la s6 hang dau, so u,, goi la s6 hang cuoi

L i

) Vi du 2. Xét day so hiru han gdm cac s6 tw nhién I& nhé hon 20, sap xép theo thir tw tir bé
dén lon.

a) Liét ké tat ca cac sé hang ctia day sé hiru han nay.

b) Tim s6 hang dau va s6 hang cudi ctia day s do.

Giai

a) Cac sb hang ctia day s6 1a: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19.

b) S6 hang dau clia day s6 nay 1a 1 va sé hang cudi cia day s 1a 19.

) luyéntidp 1. a) Xét day s6 gém tat ca cac so tw nhién chia cho 5 dw 1 theo thir tw ting dan.
Xac dinh s0 hang tong quéat cia day so.

b) Viét day s6 hiru han gbm nam s6 hang dau cta day sé trong cau a. Xac dinh s6 hang dau
va s6 hang cubi clia day s6 hiru han nay.

2.CAC CACHCHOMOTDAY SO
Hay dé y dén hiéu hai s6

) oz, Nhan biét cac cach cho mét day sé hang lién tiép cia day so.

Xét day so (u, ) gom tat ca cac s6 nguyén duwong chia hét cho 5,
sap xép tir bé dén lén:
5, 10, 15, 20, 25, 30, ...

a) Viét cong thirc sb hang téng quat u, clia day sbé.

b) Xac dinh sb hang dau va viét cdng thirc tinh sé hang thir n
theo sé hang thir n — 1 ctia day sé. Cong thirc thu dwoc goi 1a
hé thuc truy hoi.



r"" b

Mot day sé co thé cho bang:
« Liét ké cac sb hang (chi dung cho cac day sé hiru han va cé it sé hang):
« Cong thirc clia s6 hang téng quat;
» Phwong phap mo ta;

_+ Phuong phap truy héi.

) Vidu 3. Tim ndm sé hang dau va s6 hang thir 100 clia day s6 (u,) cho bdi cong thirc s6 hang
téng quat sau:

(-1’
a)u, =2n, b) u, :T'
Giai
a) Nam s6 hang dau cia day sé |a: 2, 4, 6, 8, 10.
" o B 1T 11 1 Ion hon 1 ma chi co hai
b) N&m sé hang dau cla day sb 1a: —1, 5t e &8 B A AR R
(_1)1'[“'] 1

S6 hang th(r 100 cliaday sb la u, .. = = .
gk Y 100 100

) Vidy 4. Xét day s6 gom tat ca céc so nguyén t6 theo thir ty
tang dan. Viét nam s6 hang dau cua day so do.

Giai. Nam s6 hang dau ctia day sé la: 2, 3, 5, 7, 11.
Chu v. Day s6 gom tat ca cac sb nguyén t6 & Vi du 4 duoc

Hé thirc truy hbi 1a hé
thirc biéu thi s6 hang

cho b&i phwong phap moé ta (s6 hang thir n 1a sé nguyén té thir n ctia day sé qua s6
thir n). Cho dén nay ngudi ta van chua biét c6 hay khéng hang (hay vai s6 hang)
mét cong thire tinh s6 nguyén to thir n theo n (véi n bat ki), ding trueée nb.

hodc la mét hé thirc tinh s6 nguyén 0 thir n theo mét vai so
nguyén to dirng trroc no.

) Vidus. Cho day s6 (u ) xac dinh bang hé thirc truy hoi:
Uy=1lu =3, ,+2Vv0inz2.
Viét ba sb hang dau clia day so nay.
Giai
Taco: u,=1,u,=3u,+2=3-1+2=5,u, =3U, +2=3-5+2=17.
') Vi du 6. Giai bai toan & tinh hubng mé dau.
Giai
O day ta coé n = 2030 — 2020 = 10. Vay sb dan clia thanh phd dé vao ndm 2030 sé |3
P,, =500-(1,02)"" ~609 (nghin ngui)

D Luyén tip 2.
a) Viét nam sé hang dau clia day sé (u, ) v&i s6 hang téng quat u, =n!.
b) Viét nam s6 hang dau ctia day s6 Fibonacci (F, ) cho b&i hé thirc truy hoi
F =1, F, =1
{Fn =F, ,+F,, (n>3).



Cht y. Bé cé hinh anh trwc quan vé day sé, ta thwdng biéu dién cac sé hang cia né trén

(1)

n -

truc s6. Chang han, xét day sé (u,) véi u, = Nam sé hang dau cla day sé nay la

1 1 1 1 1 g o g £
Uy=——, Uy =—, Uy = ——, U, =—, U =—— va duoc bieu dien trén truc s6 nhw sau:
L T T R LA T '
4 N SO B & 1
2 8 32 16 4
. i e : ==
1 u, u, u9 u, u, 1

3.DAY SO TANG, DAY SO GIAM VA DAY SO BI CHAN

¥ o4, Nhan biét day sé tang, day sé giam
a) Xét day so (u,) voi u, =3n-1. Tinh u,_, va so sanh v&i u,,
b) Xét day so (v, ) voi v, = iz Tinh v__, va so sanh voiv,,.
n

' k.

- Day sb (u,) duoc goi la ddy s6 ting néutaco u, , > u, véimoine N

- Day s6 (u, ) dwoc goi la ddy sé giamnéutaco u,,, <u, véimoine N'.
\ J

) Vidu 7. Xét tinh tdng, giam cla day sob (u,, ), voi u, = -2n +5.
Giai
Tacod
Upoy=Up =[-2(n+1)+5]=(-2n+5)=(-2n+3)+2n-5=-2<0, trc 1a U, <u,, VNN .

Vay (u,,) 1a day so6 giam.

) Luyén tdp 3. Xét tinh tang, gidam cla day so (u,,), voi u, = %
n+

) 105, Nhan biét day sé bi chan
n+1

Cho day s6 (u,) voi u, =——,vneN*.
n

a) Sosanhu_va 1.
b) So sanh u_va 2.

o 5

« Day so (u, ) dwoc goi la bi chadn trén néu ton tai mét s6 M sao cho
u, <M voimoineN .
- Day s6 (u,) dwoc goi la bj chédn dudi néu ton tai mét s6 m sao cho
u >mvoimoineN .
- Day s6 (u, ) duoc goi la bj chdn néu né vira bj chan trén vira bi chan
dudi, tirc 12 ton tai cac s6 m, Msaochom<u, <M véimoine N .

. "

o e SoE g oy oy n-—1
) Vidu 8. Xét tinh bi chan cua day s6 (u,, ), voi u, = 5



Giai
n-1 1

Day s6 (u,,) bi chan trén, vi u, =T=1—H{1, VneN .

Day s0 (u,,) cling bi chan dwéi, vi u,, =n—_13 0,vneNlN .
n

Vay day so (u,,) bi chan.

) Luyén tdp 4. Xét tinh bi chan cla day s6 (u,), véiu, =2n-1.
) Vin dung. Anh Thanh vira duoc tuyén dung vao mét céng ty céng nghé, dwoc cam két lwong
nam dau sé la 200 triéu ddng va lvong mbi nam tiép theo sé duoc tang thém 25 triéu dbng.

Goi s, (triéu dong) la lwong vao nam thir n ma anh Thanh lam viéc cho céng ty do. Khi do
ta co:

§,=200,s =5 . +25v0inz2
a) Tinh lwong cua anh Thanh vao nam thir 5 lam viéc cho céng ty.

b) Chirng minh (s,) la day sé tang. Gidi thich y nghia thuc té clia két qua nay.

BAITAP

2.1. Viét nam sé hang dau va sé hang thir 100 clia cac déy sb (u, ) c6 sbé hang tbng quat
cho bai:
a) u, =3n-2, by a. =3.-2"; C) uﬂ:[H%J :

2.2. Day s6 (u, ) cho bai hé thirc truy hoi: u, =1 u, =n-u, ,voin=>2.
a) Viét nam so6 hang dau cla day so.
b) Dy doan coéng thirc s6 hang téng quat u,.

2.3. Xét tinh tang, giam cla day s6 (u, ), biét:
(-1)"

a)u, =2n-1, b) u, =-3n+2; C)u, = >
2.4. Trong cac day s6 (u, ) sau, déy s6 nao bi chan dwéi, bi chan trén, bi chan?
n+1 : n-1
a)u =n-1 b) U = : c)u. =sinn; dyu =(-1) n°.
) u, ) U, ey ) u, ) u, =(-1)
2.5. Viét sb hang téng quat cua day sé tang gbm tat ca cac sé nguyén dwong ma mébi s
hang cua no:
a) Déu chia hét cho 3; b) Khi chia cho 4 dw 1.

2.6. Ong An guri tiét kiém 100 triéu déng ki han 1 thang v&i lai suat 6% moét ndm theo hinh
thire tinh 1ai kép. Sé tién (triéu ddéng) cua 6ng An thu dwoc sau n thang duwoc cho bdi
cong thirc -

A =100[1 +@J :
12

a) Tim sé tién éng An nhan dwoc sau thang thir nhat, sau thang th( hai.

b) Tim sé tién éng An nhan duoc sau 1 nam.



2.7. Chi Hwong vay tra goép mét khoan tién 100 triéu ddng va déng y tré dan 2 triéu dong mai
thang voi l8i suat 0,8% so tién con lai clia moi thang.

Goi A, (ne N) la so tién con ng (triéu dong) cta chi Hwong sau n thang.
a) Timlan luwot A,, A, A,, Ay, A,, As, As dé tinh s6 tién con ne cda chi Hwong sau 6 thang.
b) D doan hé thirc truy hoi doi véi day so (A,).

Em cé biét?

Day s6 Fibonacci

Fibonacci |a nha toan hoc néi tiéng nguoi Italia. Trong cuén
sach Liber Abaci (Sach tinh) cta 6ng, dwoc viét nam 1202,
co bai toan sau:

‘Mot doi thé (gdm mét thé duc va mdt thé cai) cir méi thang
dé duoc mét déi thé con (cling gdm mébt thé duc va thé céi);
mbt ddi thé con, khi tron 2 thang tubi, sau méi thang dé ra
mot doi thé con, va qua trinh sinh nd cir thé tiép dién. Héi sau
n thdng ¢6 bao nhiéu doi thé, néu dau nam (thang Giéng) ¢co
mot dbi thé so sinh?”

Viéc gidi quyét bai toan noi trén dan dén viéc nghién ciru
day so (F,) cho b&i hé thirc truy hoi

- Fibonacci
[F=1F=1 (1170 — 1250)

|B =B+ F, 4 (11=3)

Day sé nay dwoc goi la diy sb Fibonacci va cac sb hang clia né dwoc goi 1a cac sb
Fibonacci.

Ngudi ta chirng minh duoc rang sé hang téng quat clia ddy Fibonacci cho b

5555

U W5 2 2

Day s6 Fibonacci ¢6 rat nhiéu tinh chat dep, chang han:

1) F2=F, Fp.q+(=1)"" v&imoinz2
2) F+FR+FR+...+F, 4 =F, vo&imoi n>1

3 F2+F%=F

n+1 ~ ' 2n+

Day s Fibonacci lién quan mat thiét véi nhiéu van dé cda Toan hoc, Vat li, Hdi hoa,
Am nhac.

1 Voimoi n>1.

Céc sb Fibonacci xuat hién & khap noi trong thién nhién.

Hau hét cac bong hoa co s6 canh hoa la mét trong cac sb: F,, F;, Fy, F;, By, Fy, Fig, Fis.
Chang han, hoa loa kén cé 3 canh, hoa mao lwong vang cé 5 canh, hoa céi 6 rd thwdng
co 8 canh, hoa cuc van tho cé 13 canh, hoa cuc tay co 21 canh, hoa cuc thwong co 34,
hoac 55 hoac 89 canh.



M6t nha hat cd 25 hang ghé voi 16 ghé &
hang th(r nhat, 18 ghé & hang thi hai, 20 ghé
& hang thir ba va cu tiép tuc theo quy luat §o,
tire 1a hang sau nhiéu hon hang lién trudc né
2 ghé. Tinh tong sé ghé clia nha hat dé.

1

CAP SO CONG

THUAT NGO . KIEN THU'C, K NANG
+ Cép sb cong .+ Nhan biét mot day sé la cap sb cong.
» Cong sai .+ Giai thich céng thirc xac dinh s6 hang tong quat cta cap sb cng.

+ S6 hang tdng quat « Tinh tdng cta n sb hang dau cua cép sb cong.
« Tong clia n s6 hang dau : « Gidi quyét mét s6 van dé thyc ti€n gan voi cap sb cong.

DINH NGHIA

) 1. Nhan biét cap so6 cong
Cho déy s0 (v) gobm tat ca cac so tw nhién |&, xép theo thir tw tng dan.

a)
b)

Viét ndm sé hang dau cla day sé.

Dw doan céng thirc biéu dién s6 hang u,_ theo s6 hang u_ ..

7
L

.

Cap s6 cong 1a mét day s6 (hiru han hay vé han), trong d6 ké tir s6 hang thir hai,
mf"‘ji s0 hang déu bang so hang ﬂl;rng ngay trrd'c Nno cong voi mot so khong dodi d.
S6 d duoc goi la cong sai cua cap so cdng.

Cap s0 cong (u, ) v6i cong sai d duoc cho béi hé thire truy hoi

u,=u, +dvoinz2.

~

W1
E Day s6 khéng ddi a, a, a, ... ¢o phai la mét cap sé cdng khéng?

) Vidu1. Cho cép s6 cong (u, ) cé s6 hang dau u, = 2 va cong sai d = 3. Hay viét nam so hang
dau cha cap sb cong nay.

Giai

N&am sb hang dau cta cap sbé céng nay la:

Uy=2, U, =U+d=2+3=0U;=U, +d=3+3=8§,
U, =u, +d=8+3=1,u,=u,+d=11+3=14.



)\u du 2. Ch‘u d?y SO (u?) 'ufr.'ri u, = 5n;—1. ChuTg minrj D& ching minh (u, ) 12 mot cAp s
rang (un) la mot cap s6 cong. Tim s6 hang dau u, va  céng, hay chirng minh hiéu hai_sﬁ
codng sai d cua no. hang lién tiép u, - u, , khéng doi.

Giai

Tacou, —u, ,=(5n—-1)—[5(n—1)—1]=5,véimoin=>2.
Do d6 (u, ) la cép sé cong co sé hang dauu, =5-1-1=4
va cbng sai d=>5.

) Luyén tdp 1. Cho day so (u, ) voi u, =-2n+ 3. Chirng minh rang (v, ) 14 mét cap so6 cong.
Xac dinh s6 hang dau va coéng sai ctia cap s6 cong nay.

2. 50 HANG TONG QUAT

) H82. Céng thirc sé hang tong quat cua cap sé coéng
Cho cap s6 cong (u, ) v6i s6 hang dau v, va cong sai d.
a) Tinh cac s6 hang u,, u,, u,, u; theo u, va d.

b) Dy doan cong thikc tinh s6 hang tong quat u_ theo u, va d.

r T
Néu cap s6 cdng (u, ) cb so hang dau v, va cdng sai d thi s6 hang tong quét u_
cua nd duoc xac dinh theo céng thirc

u,=u,+(n-1)d.

L - #

') Vidu 3. Tim ndm s6 hang dau va so6 hang th(r 100 clia cap s6 cong (v, ): 10, 5, ...
Giai
Cap s6 cong nay c6 s6 hang dau u, =10 va cong said=5 - 10 = -5.
Do d6 ndm sé hang dau 1a: 10, 5, 0, -5, —10.
S6 hang thir 100 1a u,,, = U, +(100-1)d =10+ 99 (-5) = -485.

) Vidu 4. S6 hang thir 10 clia mét cap s6 cong (u,) bang 48 va so hang th(» 18 bang 88.

Tim s6 hang thr 100 clia cap s6 cong do.
Giai
Gia st u, 1a s6 hang dau va d la cdng sai cla cap sb céng do6. Ta cob:
Ug =U, +17d =88.
Giai hé nay ta dwoc u, =3 vad=>5.
Vay s6 hang th(r 100 clia cap s6 cong nay la u,,, = u, +99d =3 +99 -5 = 498.

) Luyén tip 2. Cho day s6 (u,) v6i u, = 4n-3. Chirng minh rang (u, ) 1a mét cap so cong.
Xac dinh s6 hang dau u, va cong sai d clia cap s6 cdng nay. Tur d6 viét s6 hang tong quat u,
dwéi dang u, =u, +(n-1)d.



3. TONG n SO HANG PAU CUA MOT CAP SO CONG

) uo3. Xay dwng coéng thire tinh téng n s6 hang dau cua cap sé céng
Cho cap s6 cong (u, ) véi s6 hang dau u, va cong sai d
Pé tinh téng ctia n sé hang dau
S, =u,+U, +...+U, + U,
hay lan lwot thuc hién cac yéu cau sau:
a) Biéu dién mdi s6 hang trong tong S, theo s hang dau u, va cdng sai d.

b) Viét S_ theo thir tw nguoc lai: S =u, +u, , +...+ U, +u, va sir dung két qua & phan a)
dé biéu dién médi sé hang trong tdng nay theo u, va d.

¢) Céng tiing vé hai dang thirc nhan duoc & a), b), dé tinh S, theo u, va d.

- N
Cho cép sb cong (v, ) véicdng sai d. Pat S, =u, + U, +...+ u,. Khi d6

Sy =720 +(n-1)d ]

b .

Cha y. St dung céng thirc u, = u, +(n—1)d, ta c6 thé viét tong S, dwéi dang

-

mnmu, +u
S”: ( 1 f'l'_]‘
2 |
" —

» Vi du 5. Gidi bai toan & tinh huéng mé dau.
Giai. S6 ghé & mdi hang clia nha héat 1ap thanh mét cap s6 cdng, gom 25 sé hang, v&i sb
hang dau u, =16 va cdng sai d = 2. Téng céac s6 hang nay |4

25[ 225[2 16 +24-2]=1000.

Sys =Uy+Uy+...+ Uy =—| 20, +(25-1)d | =

Vay nha hat dé c6 téng céng 1 000 ghé.

» Vi du 6. Céan lay tong cla bao nhiéu s6 hang dau cua cap s6 ¢ong 2, 5, 8, ... dé duoc két
qua bang 3457

Giai

Cép s6 cdng nay c6 s6 hang dau u, =2 va cong sai d = 3. Goi n la s6 cac s6 hang dau cla
cép sb cong can lay téng, ta co

345=, =—[2u1+(n 1dj_ [2:2+(n-1)-3]= 2(3n+1).

Do dé 3n° + n—690 = 0. Giadi phwong trinh bac hai nay ta dwoc n = —% (loai) va n=15.
Vay phai lay tong clia 15 sé hang dau clia cép sbé cong da cho dé duwoc tong bang 345.

» Van dung. Anh Nam dwoc nhan vao lam viéc & mét céng ty vé cong nghé véi mire Iwﬁng
khoi diém 1a 100 triéu dung mﬂt nam. Cr::ung ty sé tang thém Iwong cho anh Nam moi nam
la 20 triéu ddng. Tinh tdng sé tién Iwong ma anh Nam nhan dwoc sau 10 nam lam viéc cho

cong ty do.



Géc céng nghé

Ki hiéu téng > va cach tinh tdng bang may tinh cam tay
Cho déy sé (u,, ). Téng n sé hang dau ctia déy sé nay: S, = u, + u, +...+u, duocki hiéu
I

ngan gon nhu sau: S, = Zuji (ki hiéu ¥ doc la xich ma).

k=1
Ta c6 thé st dung may tinh cam tay dé tinh téng n sé hang lién tiép ctia moét day soé khi
biét cdng thirc clia s6 hang tdng quat.

Chang han, cho day s6 (u,) c6 sb hang tong quatlau, =3n+1.
pé tinh tE:ng 35 s hang dau cla day sb do, ta co thé ding e
may tinh cam tay, nhan 1an lwot cac phim: SHIFT — x, [sHFT) [a7]. fﬁ{m
Khi d& man hinh hién ra nhv hinh bén, lwu y rang giao dién |
may tinh mac dinh 1a x, & day duoc hléu la n trong cOng thure
s hang téng quat.

Tiép theo ta nhap cdng thirc s6 hang tdng quat vao trong ngoac
(), réi nhan ¥ dé nhap gia tri dau tién cltia x (& day 1a 1), sau d6
nhan T dé nhép gia tri cudi cuing cta x (trvong hop nay la 35),
cudi cing nhan phim [=]. Khi d6, man hinh sé hién thi kétqua .
can tinh nhu hinh bén.

r
O W -

g{3x+1}
1025

BAITAP

2.8. Xac dinh cong sai, s6 hang thir 5, s6 hang tdng quat va sé hang thr 100 ctia méi cap
s6 cOng sau:

a)4,9 14,19, ..., b)1,-1,-3,-5, .

2.9. Viét nam soé hang dau ctia méi day so (u ) sau va xet xem no co6 phai la cép so cﬁng
khéng. Néu day sé do la cap sb cong, hay tim cong sai d va viét sé hang téng quat cla

né dué¢idang u, =u, +(n—1)d.
a) u,=3+5n, b) u, =6n-4; C)uy=2,u,=uU, ,+n, du,=2,u, =u, ,+3.

2.10. M6t cap s6 cong co s6 hang thir 5 bang 18 va s6 hang thir 12 bang 32. Tim s6 hang
thir 50 cua cap so cdng nay.

2.11. Mét cap s6 cong cb s6 hang dau bang 5 va cong sai bang 2. Héi phai lay tong clia bao
nhiéu s6 hang dau clia cap sé cong nay dé coé tong bang 2 7007?

2.12. Gia cia mot chiéc xe 6 td luc méi mua la 680 triéu déng. Clr sau méi nam sir dung,
gia tri cua chiec xe 6 t6 giam 55 trieu dong. Tinh gia tri con lai cua chiéc xe sau 5 nam
st dung.

2.13. M6t kién tric sw thiét ké moét hoi tredng véi 15 ghé ngdi & hang th(r nhat, 18 ghé ngdi
& hang thir hai, 21 ghé ngdi & hang thir ba, va cir nhw vay (s6 ghé & hang sau nhiéu hon
3 ghé so v&i sO ghé & hang lién triede nd). Neu mudn hoi treong d@é cé stre chirva it nhat
870 ghé ngbi thi kién tric sw A6 phai thiét ké téi thiéu bao nhiéu hang ghé?

2.14. Vao nam 2020, dan so6 ctia mét thanh pho |a khodng 1,2 triéu nguoi. Gia sir mdi nam,
dan so6 cua thanh phoé nay tang thém khoang 30 nghin nguoi. Hay wéc tinh dan soé cua
thanh phé nay vao nam 2030.



CAP SO NHAN <<<

THUATNGU i KIEN THU'C, KINANG

« Céap sb nhan : «+ Nhan biét mét day s6 la cAp sé nhan.

« Cbng bobi i+ Giaithich cdng thirc xac dinh sé hang téng quat ctia cip sb nhan.
« S6 hang tong quat l « Tinh tbng ctia n s6 hang dau cla cap s6 nhan.

» Tong clia n s hang dau | + Gidi quyet mot s van dé thuc tién gan véi cap so nhan dé giai
mot sO bai toan lién quan dén thuc tién.

Mét cong ty tuyén mét chuyén gia vé cdng nghé théng tin v&i mirc lwong nam dau 1a 240
triéu déng va cam két sé téng thém 5% lwong méi ndm so voi ndm lién truvde dé. Tinh téng
sO lrong ma chuyén gia d6 nhan dwoc sau khi lam viéc cho céng ty 10 ndm (lam tron dén
triéu déng).

1. DINH NGHIA -
Hay xéttis6 —

) #01. Nhan biét cdp s6 nhan Uy, 4

Cho day s6 (u,) voi u, =3-2".
a) Viét ndm sbé hang dau cla day so nay.
b) Dy doan hé thirc truy héi lién hé gitta u,, va u, ;.

i = - ™
. Cé;p s6 nhan la mot day sb (hiru han hay vo han), trong do ke tir so hang thi hai,
moi s6 hang déu la tich cda sb hang dung ngay trwoc no voi mot s6 khong doi g.
S6é q dwoc goi la cong boi cla cap sb nhan.

- Cap s6 nhan (u, ) voi cong béi g dwgc cho boi hé thike truy hoi

unzun_'llq ‘Jﬁ'iﬂ?.z.

L "

M
g Day s6 khéng dbi a, a, a, ... ¢b phai la mét cap sé nhan khéng?

') Vidu1. Cho cap s6 nhan cé s6 hang dau u, =5 va céng bdi g = -2. Viét ndm s6 hang dau
cua cap s6 nhan nay.

Giai

Nam sé hang dau cia cap s6 nhan nay la:
U, =5u,=ty-q=5-(-2)=-10, u3 =u, - g =(-10)-(-2) = 20,
Uy =Uy-q=20-(-2)=-40, us =u, -q=(-40)-(-2)=80.

) Vidu2. Cho day sé (u,) véi u, = 3—:_1— Chirng minh rang day sé nay 1a mét cap s6 nhan.

Xéc dinh s$6 hang dau va céng bdi cla né.




Giai Dé chirng minh day s (u gbm cac

V&i moin> 2, taco s0 khac 0 1a mét cap s6 nhan, hay
u, 1 3% 1 chieng minh tisé —2— khéng dbi.
Up_1 < 3’ Yn1

e 1 P
twclau,,:g- L4 VOIMOi n= 2.

Vay (u,) la mét cap sé nhan véi s6 hang dau u; =—=1

G @ i 1
va cong boi g =5

) Luyén tdp 1. Cho day sb (u, ) v6i u, = 2-5". Chirng minh rang day s6 nay la mét cap s6 nhan.
Xac dinh s6 hang dau va céng bdi clia né.

2.50 HANG TONG QUAT

) #B2. Cong thirc s6 hang téng quat cua cap sé nhan
Cho cap sé nhan (u,, ) voi s6 hang dau u, va cong badi g.
a) Tinh cac sb hang u,, U,, U,, U theo u, va g.

b) Dw doan ¢dng thirc tinh s6 hang thir n theo u, vagq.

Ir' ~ - A - i - - 4 3 1-._ - A % A £ - » r h
Néu mot cap sO nhan co sb hang dau u, va cong boi g thi s6 hang tong quat u_cua no

dwoc xac dinh boi céng thirc

u, =u,-q"" véinz2.
'\ . o

) Vidu 3. Tim nam s6 hang dau va so hang thir 100 cua cap s nhan: 8, 4, ...
Giai
Cap s6 nhan nay c6 s6 hang dau u, = 8 va cong boi q = %4 = —%*
Do d6 ndm so hang dau 1a: 8, -4, 2, -1, %

99
- 1 1
2 , - 99

SO hang thur 100 1a: uygg = Uy - G =8-[—EJ ='2E'

Y Vidu 4. Cho mét cap s6 nhan gum cac sb hang dwn'ng Blet so hang thr 10 bang 1 536 va
s6 hang thir 12 bang 6 144. Tim s6 hang th(r 20 ctia cap sb nhan dé.
Giai
Gia st u, la s6 hang dau va q la cong bdi ctia cap s6 nhan da cho. Ta coé:
J Uy = Uy .q° =1 536
|y =1y -q"' =6 144.
Tir day suy ra g2 = 4, trc 1a g = 2 hodc g = -2.
Voi g = 2, ta tinh duwoc u, = 3.
Véi g = -2, ta tinh dwoc u, = -3 (trwdng hop nay loai vi u, > 0 theo gia thiét).



Dodou,=3vaq=2.
Vay sé hang thir 20 ctia cap s nhan da cho 18 uy, =u,-q"° =3-2" =1572 864,

) Luyén tip 2. Trong mot lo nudi cay vi khuan, ban dau c6 5 000 con vi khuan va so Iwong vi
khuan tang Ién thém 8% méi gi®d. Héi sau 5 gid thi sé lwong vi khuan 1a bao nhiéu?

3.TONG CUA n SO HANG PAU CUAMOT CAP SO NHAN

) 1oz, Xay dwng céng thire tinh tong n s6 hang dau cua cap s6 nhan
Cho cép s6 nhan (u,, ) voi s hang dau u, va cong bdi g = 1.
Pé tinh téng cla n sé hang dau
S, =l +ly +... 4+ Uy 4 + Uy,
thwe hién lan lwot cac yéu cau sau:

a) Biéu dién mébi sb hang trong téng trén theo u, va g dé dwoc biéu thirc tinh tbng S, chi
chwa u, vaq.

b) Tir két qué phan a, nhan ca hai vé voi g dé duoc biéu thire tinh tich g - S, chi chira u, va q.
c) Trir tirng vé hai dang thirc nhan dwoc & a va b va gian wéc cac s6 hang dong dang dé
tinh (1-q)S, theo u, va q. Tlr 6 suy ra cong thirc tinh S,..

Cho cap so nhén (u,, ) véicong bdi g =1. Dat S, =u, + U, +...+ u,,. Khi d6
u.,(‘i—q”)
g = -
1-q

L

— e "

WL
g Néu cp sé nhan cé céng bdi g = 1 thi tdng n sé hang dau S_ cla né bang bao nhiéu?

) Vi du 5. Gidi bai toan & tinh hubng mé dau.
Giai
Lwong hang nam (triéu dong) cha chuyén gia lap thanh mét cap sé nhan, véi sé hang dau

u, = 240 va céng bdi g = 1,05. Téng sé lwong clia chuyén gia dé sau 10 ndm chinh la téng
cta 10 s hang dau clia cép sbé nhan nay va bang

10
n(1-4") 240[1—(1,05) ]
= — 33 019.
Sto 1-q 1-1,05

Vay téng sb lwong (Iam tron dén triéu déng) clia chuyén gia dé sau 10 nam la 3 019 triéu
déng hay 3,019 ti déng.

) Vi du 6. Can lay tong clia bao nhiéu sé hang dau cia cap s6 nhan 2, 6, 18, ... dé duoc két
qua bang 7287



Giai
Cép s6 nhan nay c6 s6 hang dau u, = 2 va cong bdi g = 3. Goi n la s6 cac s6 hang dau can
lay. Ta co
u,{1-q") 2(1-3"
728=S, =U +Uy +...+ U, = T( ): ( ):3”—1.
1-qg 1-3

Tir day ta dwoc 3" =729=3°% Suyran=6.
Vay phai lay 6 s6 hang dau clia cap sé nhan da cho dé duoc tbng bang 728.

) Vin dung. Mt nha may tuyén thém cdng nhan vao lam viéc trong théi han ba ndm va dua ra
hai phwong an lwa chon vé lwong nhu sau:

— Phuwong an 1: Lwong thang khdi diém la 5 triéu dong va sau moi quy, lwong thang sé tang
them 500 nghin déng.

— Phuong an 2: Luong thang khéi diém la 5 triéu déng va sau méi quy, lwong thang sé tang
them 5%.

Véi phwong an nao thi téng lwong nhan duoc sau ba ndm lam viéc cla ngudi cong nhan
se lon hon?

BAITAP
2.15. Xac dinh cong bdi, s6 hang thir 5, s hang tong quat va s6 hang thi» 100 clia moi cap
sO nhan sau:
a)1,4, 16, ..; b}z,—i,i,...
2 8

2.16. Viét nam s6 hang dau clia méi day s6 (u, ) sau va xem no6 co phai la cap s6 nhan
khdng. Néu né |a cap sé nhéan, hay tim coéng bdi g va viét cong thirc s6 hang tong quat
cha né duéidang u, =u,-q" .

a) u, =on, b) &, =57; Qu,=1u,=nu,_; d) u, =1, u, =5u,_4.

2.17. Mét cap so nhan c6 so hang thir 6 bang 96 va s6 hang thi» 3 bang 12. Tim s6 hang
thir 50 cua cap s6 nhan nay.

2.18. MGt cap s0 nhan c6 s6 hang dau bang 5 va cong bdi bang 2. Héi phai lay tong ctia bao
nhiéu s6 hang dau clia cap s6 nhan nay dé cé téng bang 5 115?

2.19. M6t coéng ty xay dung mua moét chiéc may Ui voi gia 3 ti déng. C&r sau méi nam
str dung, gia tri cua chiéc may ui nay lai giam 20% so véi gia tri cua nd trong nam lién
trirdc do. Tim gia tri con lai cua chiéc may Ui do sau 5 nam s dung.

2.20. Vao nam 2020, dan sé ciia mét quoc gia la khoang 97 triéu ngwdi va toc dé tang trudng
dan so la 0,91%. Néu toc d6 tang trwdng dan so nay duoc gilr nguyén hang nam, hay
woc tinh dan s6 cua qudc gia do vao nam 2030.

2.21. Mét loai thudc dwoc dung mdi ngay mét 1an. Luc dau néng dé thube trong mau cla
bénh nhan tang nhanh, nhung mai liéu ké tiép co tac dung it hon liéu trude d6. Luong
thudc trong mau & ngay thir nhat 1a 50 mg, va méi ngay sau d6 gidm chi con mét nira so
véi ngay ké trudre do. Tinh tong lwong thudce (tinh bang mg) trong mau ctia bénh nhan sau
khi dung thuéc 10 ngay lién tiép.



BAI TAP CUOI CHUONG Ii

A - TRAC NGHIEM

2.22. Khang dinh nao sau day |a sai?
A. M6t day sé tang thi bi chan duéi.
8. Mét day sb giam thi bi chan trén.
C. M6t day sé bi chan thi phai tdng hoac giam.
D. Mot day sé khong dbi thi bi chan.
2.23. Cho day sb

1, % % %, ... (s6 hang sau bang mét nira s6 hang lién truwéc nd).
Cong thirc sb hang tong quat clia day sbé da cho la
1 n (“1).']
A. Un :(E) . E Hn = 2!"-'—1 o
1 ] n-1
C. u,,:-EI-. D. unz(EJ :

2.24. Cho day so (u, ) v6i u, = 3n + 6. Khang dinh nao sau day 1a dang?
A. Day s6 (u, ) la cap sb cong véi cong sai d = 3.
B. Day so (u, ) 1a cap so cong voi cong sai d = 6.
C. Day s0 (u, ) la cap s6 nhan voi cong bdi g = 3.
D. Day s6 (u,) la cap s6 nhan véi cong bdi g = 6.

2.25. Trong cac day sb cho bdi cdng thirc truy hdi sau, day s6 nao la cap s nhan?
A. Uy =—1, U, =U-. B. yy=-1u,,,=2u,.
C.uyy=-1u,4=U,+2 D. y=-14u, =u,-2.

2.26. Téng 100 s6 hang dau clia day s6 (u,) v&i u, =2n-1 1a
A. 199, B. 20 _1, C. 10 000. D.9999.




B -TU LUAN

2.27. T O gi®» dén 12 gio trwa, chudng cta mét chiéc dong ho qua lac sé danh bao nhiéu
tiéng, biét rang né chi danh chuéng bao gi¢ va sé tiéng chudng bang sé gi&?

2.28. Té bao E. Coli trong diéu kién nudi cay thich hop ci 20 phut lai phan déi mét 1an. Héi
sau 24 gio, té bao ban dau sé phan chia thanh bao nhiéu té bao?

2.29. Chirng minh rang:

a) Trong mét cap so cong (u,, ), mdi s6 hang (trlr s6 hang dau va sé hang cudi, néu co)
déu la trung binh c¢dng cla hai sé hang dirng ké voi nd, nghia la
= Bl Tl
2
b) Trong mét cap s6 nhan, binh phwong cltia méi sé hang (trlr s6 hang dau va so hang
cudi, néu cé) déu la tich cua hai sé hang dirng ké voi nd, nghia la

2 .
Uy =Ue 4-Up 4 yvoi k= 2.

voi k > 2.

Uy

2.30. Tim ba s6, biét theo thir tw d6 chiing lap thanh cap sé cong va cé téng bang 21, va néu
lan ot cong thém céc s6 2; 3; 9 vao ba s6 dé thi dwoc ba so 1ap thanh mét cap s6 nhan.

2.31. Mat san tang mot (tang trét) cia mot ngdi nha cao hon mat san 0,5 m. Cau thang di tir
tAng mét 1én tang hai gém 25 bac, mébi bac cao 16 cm.
a) Viét cdng thirc de tim dé cao cua bac cau thang thir n so v&i mat san.
b) Tinh & cao cla san tang hai so véi mat san.

2.32. Mét hinh vudéng mau vang ¢6 canh 1 don vi dai duoc chia thanh chin hinh vuéng nhé
hon va hinh vuéng & chinh giira dwoc t6 mau xanh nhw Hinh 2.1 Méi hinh vuéng mau
vang nhé hon lai dwoc chia thanh chin hinh vuéng con, va mdi hinh vuéng con & chinh

gitra lai dwoc t& mau xanh. Néu qua trinh nay dwoc tiép tuc 1ap lai nam Ian, thi tong dién
tich cac hinh vudéng duoc tdé mau xanh la bao nhiéu?

=

5 8 88

B

o wlm

B

.
.
St
R

5

Hinh 2.1



CHUONG III
CAC SO PAC TRUNG

PO XU THE TRUNG TAM CUA ]
MAU SO LIEU GHEP NHOM

O I6p 10 ta & dwoc lam quen véi cac sé dac tring clia mau
s liéu khéng ghép nhém. Trong nhiéu trwdng hop, ta chi ¢o
s0 liéu dwdi dang ghép nhém. Churong nay gidi thiéu vé mau
sé liéu ghép nhém va céch tinh cac sb dac trung do xu thé
trung t&m cho mau sb liéu nay.

MAU SO LIEU GHEP NHOM

THUAT NGU
Mau sd liéu ghép nhom

| KIEN THU'C, Ki NANG
. = Doc va gidi thich mau s6 liéu ghép nhom.
.« Ghép nhom mau so liéu.

Trong ki thi tt nghiép Trung hoc phé thong nam 2021 dot 1 c6 344 752 thi sinh dy thi ca ba
mén Toan, Vat li, Hoa hoc (theo: vietnamnet.vn, ngay 26/07/2021). Gia st diém thi cta cac
thi sinh nay duwoc cho trong bang so liéu sau:

STT Piém Toan Diém Vatli | DiémHoahoc | Téng diém
1 8,00 7.25 7,75 23,00
2 6,00 7.75 6,50 20,25
344 752 4,50 5,75 6,25 16,50

Cac trwdng dai hoc, cao dang tuyén sinh theo t& hop A0O quan tam dén téng diém ba mén
cua cac thi sinh nay. Biéu dién day so liéu vé tong diém ba mén clia cac thi sinh nay thé nao

dé cac trong thay dwoc blrc tranh téng thé vé két qua thi?




1. GIGI THIEU VE MAU SO LIEU GHEP NHOM

) no1. Xét dir liéu cho trong tinh hubng mé dau.
a) Mau sé liéu vé tong diém, ki hiéu Ia (T), co bao nhiéu gia tri?
b) Néu lap bang tan sé cho mau sé liéu (T) thi c6 dé hinh dung dwoc bire tranh téng thé vé
két qua thi khéng? Vi sao?

c) Mau so liéu (T) dwoc mé ta dwdi dang bang théng ké sau:

a
S

‘Téng Giém <6 [6: 7) [7: 8) [28:29)  [29: 30]
86 thi sinh 23 69 192 216 12

Hay doc va gidi thich so liéu dwoc biéu dién trong bang théng ké.

4 3
Mau so liéu ghép nhém la mau sb liéu cho dwdi dang bang tan sé cta cac nhém s liéu.
M&i nhom sé liéu la tap hop gbm cac gia tri clia sé liéu duwoc ghép nhém theo mét tiéu
chi xac dinh. Nhém sé liéu thwong dwoc cho dwéi dang [a: b), trong d6 a la dau mut trai,
b la dau mut phai.

b F

Nhén xét

- Mau sé liéu ghép nhém duwoc dung khi ta khéng thé thu thap dwoc sé liéu chinh xac hodc
do yéu cau ctia bai toan ma ta phdi biéu dién mau so liéu dudi dang ghép nhom dé thuan
loi cho viéc t6 chirc, doc va phan tich sé liéu.

« Trong mdt sé trwéng hop, nhém so liéu cudi cung cé thé lay dau mut bén phai.
) Vi du 1. Mau sé liéu sau cho biét phan bo theo dd tudi cda dan s6 Viét Nam nam 2019.
Dudi 15 tudi Tir 15 dén dwdi 65tudi  Tir 65 tudi trér 1én
23 371 882 65 420 451 7 416 651

(Theo Béo céo s0 liéu téng diéu tra dan s6 ndm 2019)

a) Mau sé liéu da cho co 1a mau so6 liéu ghép nhém hay khong?

b) Néu cac nhém va tan sé twong (rng. Dan sé Viét Nam nam 2019 la bao nhiéu?

Giai

a) Mau s6 liéu da cho 1a mau sé liéu ghép nhém.

b) C6 ba nhém la: Dudi 15 tudi, Tir 15 dén dwdi 85 tudi, T 65 tudi trd [én. Co 23 371 882 ngurdi
dudi 15 tudi; 65 420 451 nguwoi tir 15 dén dudi 65 tudi va 7 416 651 nguoi tir 65 tudi
tré 1én.

Dan s6 Viét Nam nam 2019 |a 23 371 882 + 65 420 451 + 7 416 651 = 96 208 984 ngudi.
) Luyén tip 1. Cho mau sé liéu ghép nhém vé théi gian (phut) di tr nha dén noi lam viéc cla
cac nhan vien mét cong ty nhuw sau:
Théi gian [15; 20) [20;25) [25;30) [30;35) [35;40) [40;45) [45;50)
S6 nhan vién 6 14 25 37 21 13 9

Poc va giai thich mau s6 liéu nay.



2. GHEP NHOM MAU S0 LIEU

) ue2. Chi s6 BMI (do bang w/h?, trong d6 w la can nang don vij la kildgam, h la chiéu cao don

vi 1a mét) clia cac hoc sinh trong mét té dwoc cho nhu sau:
192 211 168 235 206 252 18,7 19,1.

Mét nguroi cé chi s6 BMI nhé hon 18,5 dwoc xem la thiéu can; tir 18,5 dén dui 23 la c6 can
nang li twéng so v&i chiéu cao; tir 23 tré 1én 1a thira can. Hay 1ap mau s6 liéu ghép nhém cho
mau sé liéu trén dé biéu dién tinh trang can nang so véi chiéu cao cua cac hoc sinh trong té.

g 3
Pé chuyén mau so liéu khéng ghép
nhoém sang mau so liéu ghép nhom,
ta lam nhu sau:

Buéc 1. Chia mién gia tri cia mau sb
liéu thanh mét sé nhém theo tiéu chi
cho truoc.

Buéc 2. Bém sb gia tri ciia mau sb liéu

thuéc mbi nhém (tan so6) va lap bang |
théng ké cho méu s6 liéu ghép nhom. J

« DO daicuanhom|[a; b)lab - a.

« Khéng nén chia thanh qua nhiéu nhom hodc
quad it nhom. Cac nhom khoéng giau‘ﬂhau, cac
nhom nén co dd dai nhw nhau va tong doé dai
cac nhém Ién hon khodng bién thién.

) Vi du 2. Bang thong ké sau cho biét théi gian chay (phut) cta 30 van dong vién (VBV) trong

mot gidi chay Marathon.

Thoi gian 129 | 130 | 133 | 134 | 135 | 136 | 138 | 141 | 142 | 143 | 144 | 145

S6 VBV 1 2 1 1 1 2 3 3 & S 2 o

il

Hay chuyén mau soé liéu trén sang mau s6 liéu ghép nhém gom sau nhém céd dd dai bang
nhau va bang 3.

Giai

Gia tri nhé nhat 1a 129, gia tri I6n nhat 14 145 nén khodng bién thién la 145 — 129 = 16.
Toéng do dai qﬁa sau nhom la 18. De cho thuan tién, ta chon dau mut trai cua nhom dau tién
la 127,5 va dau mut phai cua nhém cudi cung la 145,5 ta dwoc cac nhom 1a [127.5; 130,5),

[130,5; 133,5), ..., [142,5; 145,5). Dém s6 gia tri thudéc mbi nhom, ta cé6 mau s6b liéu ghép nhom
nhw sau:

Thoi gian

[127,5; 130,5)

[130,5; 133,5)

[133,5; 136,5)

[136,5; 139,5)

[139,5; 142,5)

[142.,5; 145,5)

S6 VBV

3

1

4

3

7

12

Y luyén tip 2. Can nang (kg) cua 35 nguwdi trrdng thanh tai moét khu dan cuw dwoc cho nhw sau:

43 51

47 62

48

40 50 62

293 56 40 48 56 53 50 42

95

52 48 46 45 54 52 50 47 44 54 55 60 63 58 55 60 58 53

Chuyén mau sé liéu trén thanh dang ghép nhém, cac nhém cé dd dai bang nhau, trong d6é
c6 nhom [40: 45).




) Vin dung. M6t cong ty may quan do ddng phuc hoc sinh cho biét c& ao theo chiéu cao clia
hoc sinh dwoc tinh nhw sau:

Chiéu cao (cm) | [150:160) [160; 167) [167; 170) [170; 1795) [175; 180)
Co ao S M L XL XXL

Céng ty mubn woc lvong ti 1€ cac c& ao khi may cho hoc sinh I1&p 11 d& do chiéu cao cla
36 hoc sinh nam khéi 11 clia mét trvdng va thu dwoc mau sé liéu sau (don vi 1a centimét);

160 161 161 162 162 162 163 163 163 164 164 164 164
165 165 165 165 165 166 166 166 166 167 167 168 168
168 168 169 169 170 171 171 172 172 174
a) Lap bang tan s ghép nhém clGia mau so liéu véi cac nhém da cho & bang trén.
b) Cong ty may 500 ao ddng phuc cho hoc sinh I&p 11 thi nén may s6 lwong ao theo mbi c&
la bao nhiéu chiéc?
BAITAP
3.1. Trong cac mau so liéu sau, mau nao la mau soé liéu ghép nhém? Poc va giai thich mau
s6 liéu ghép nhom do.

a) Sé tién ma sinh vién chi cho thanh toan cwéc dién thoai trong thang.

Sé tién (nghin déng) | [0:50) | [50: 100) | [100: 150) | [150: 200) | [200: 250)

S6 sinh vién 5 12 23 17 3

b) Théng ké nhiét do tai mot dia diém trong 40 ngay, ta co bang sé liéu sau:

Nhiét @6 (°C) [19; 22) [22; 25) [25: 28) [28: 31)

Sé ngay 7 15 12 6

3.2. Sé san pham mdi cong nhan lam dwoc trong mét ngay duoc cho nhw sau:
18 25 39 12 54 27 46 25 19 8 36 22
20 19 17 44 5 18 23 28 25 34 46 27 16.
Hay chuyén mau sé liéu sang dang ghép nhém véi sau nhém cé dd dai bang nhau.

3.3. Thoi gian ra san (gi®) cua mét sé cwu cau tha & gidi ngoai hang Anh qua cac théi ki
duwoc cho nhw sau:

653 632 609 572 565 535 516 514 508 505 504 504 503 499 496 492.
(Theo https:/iwww.premierleague.com)

Hay chuyén mau sé liéu trén sang dang ghép nhém véi bay nhém cé dé dai bang nhau.



CAC SO PAC TRUNG
PO XU THE TRUNG TAM

THUATNGU | KIEN THU'C, KINANG

- S6trung binh | « Tinh cac s6 dac trung do xu thé trung tdm clia mau s6 liéu ghép nhém.
+ Trung vi .+ Hiéu y nghia, vai trd clia cac s dac trieng ciia mau sé liéu thyc té.

- T phanvi

- M6t

Mét clra hang da ghi lai sé tién ban xang cho 35 khach hang di xe may. Mau sé liéu goc ¢cé
dang: x;, X,,..., X55 frong dé x, la sé tién ban xang cho khach hang thir i. Vi mét li do nao do,
ctra hang chi c6 mau sb liéu ghép nhém dang sau:

Sé tién (nghin déng) [0: 30) (30: 60) [60: 90) [90: 120)
Sé khach hang 3 15 10 7

Bang 3.1. S6 tién khach hang mua x3ng

Dya trén méu sé liéu ghép nhom nay, lam thé nao dé udc lrong cac sé dac treng do xu thé
trung tdm (s trung binh, trung vi, t phan vi, mét) cho méu s6 liéu gbc?

Chung ta cuing tim hiéu van dé nay!

“[ 1. SO TRUNG BiNH CUAMAU SO LIEU GHEP NHOM

) WPl Khao sat thoi gian tw hoc ctia cac hoc sinh trong Iop theo  M6i ngay em tw hoc trong
mau bén. bao nhiéu gio?
. i » £ " = L . n A. Dudi 1,5 giﬂ’
a) Hay lap bang théng ke cho mau s6 lieu ghep nhom thu dwoc. g T 1 5 gior dén dwdi 3 gior.
b) C6 thé tinh chinh xéc théi gian ty hoc trung binh clia cac hoe  C- TU 3 gio dén dudi 4,5 gio.
sinh trong |6/p khéng? D.Tw 4,5 gio tro én.

c) Co cach nao tinh gan dung thoi gian ty hoc trung binh ctia cac
hoc sinh trong I&'p dwa trén mau s6 liéu ghép nhom nay khéng?

Cho mau sé liéu ghép nhém

Nhém [a;; a,) [a;; a,.4) [@y; 8x.4)
Tan sé m, m, m,
Bang 3.2

Sé trung binh ctia mau s6 liéu ghép nhom 1a Xx.
mX, + ...+ M, X,

n
trong @6 n=m, +...+m, lacd mauva x, = i +2a“‘
t (voii=1, ..., k) la gia tri dai dién caa nhém [a; a.).

X =




Chu y. D6i voi s6 liéu roi rac, nguoi ta thwong cho cac nhom dwdi dang k, - k,, trong dé
ky, k, € N. Nhom k. - k, dwoc hiéu 1a nhém gém cac giatri k,, k, + 1, ..., k,. Khi do, ta can hiéu
chinh mau dir liéu ghép nhém dé dua vé dang Bang 3.2 trwéc khi thue hién tinh toan céac
sO dac trwng bang cach hiéu chinh nhém k, -k, v&i k,, k, € N thanh nhém [k, - 0,5; k, +0,5).
Chang han, voi dir liéu ghép nhém diém thi mén Toan trong Bang 3.3 sau khi hiéu chinh ta

dwoc Bang 3.4.

Pidm thi 1-4 | 57 | 810 Diém thi [0,5: 4,5) | [4,5;7,5) | [7,5; 10]
S6 hoc sinh 5 20 10 S6 hoc sinh 5 20 10
Bang 3.3 Bang 3.4

» Vidu 1. Tim can nang trung binh cua hoc sinh I&p 11D cho trong Bang 3.5.

Can nang (kg) | [40,5; 45,5) |[45,5; 50,5) |[50,5: 55,5)|[55,5; 60,5) |[60,5; 65,5) |[65,5; 70,5)
Sé hoc sinh 10 7 16 4 2 3

Bang 3.5. Can nang cua hoc sinh I6p 11D
Giai
Trong mdi khoang can nang, gia tri dai dién |a trung binh céng cua gia tri hai dau mut nén ta
c6 bang sau:

Can nang (kg) 43 48 53 58 63 68
Sé hoc sinh 10 7 16 4 2 3

Téng s6 hoc sinh la n = 42. Can nang trung binh cla hoc sinh I&p 11D 13
10-43+7-48+16-53+4-58+2-63+3-68

¥ = ~ 51,81 (kg).
42 { Q)
') Luyén tip 1. Tim hiéu thoi gian xem ti vi trong tuén trude (don vi: gio) ctia mét sé hoc sinh
thu dwoc két qua sau:
Thoi gian (o) 0. 5) 5 10) [10.15) | [15; 20) [20: 25)
Sé hoc sinh 8 16 4 2 2

Tinh th&i gian xem ti vi trung binh trong tuan triré'c cia cac ban hoc sinh nay.

Y nghia. Sé trung binh clia mau sé liéu ghép nhém xap xi cho sé trung binh cia mau sé liéu
gdc, né cho biét vi tri trung tam cGia mau soé liéu va cb thé dung dé dai dién cho mau sé liéu.

2. TRUNG VI CUAMAU SO LIEU GHEP NHOM
) He2. Cho mau s6 liéu ghép nhém ve chiéu cao clia 21 cay na giong.

Chiéu cao (cm) [0; 5) [5; 10) [10; 15) [15: 20)
Sé cay 3 8 7 3

Goi x,, X,, ..., X,, |a chiéu cao cua cac céy giéng, da duwoc sap xép theo thir tw tang dan.
Khi @9, x., ..., X, thudc [0; 5), x,, ..., x,, thudc [5; 10), ... HAi trung vi thuéc nhém nao?




Cho mé&u sé liéu ghép nhém nhw trong Bang 3.2.

Pé tinh trung vi ctia mau sé liéu ghép nhém, ta lam nhu sau:
Buoc 1. Xac dinh nhdm chtra trung vi. Gia st 6 la nhom thir p: [a,; @, ).

g—(m1+...+mp_1)

Buoc 2. Trung vilaM, =a, +

m, .(EP” HEP)'

trong d6 nla cd mau, m_latan s6 nhom p. Véip=1,taquywécm, +... +m, ,=0.

-

) Vi du 2. Théi gian (phut) truy cap Internet méi budi téi cia mét sé hoc sinh dwoc cho trong
bang sau:

Thoi gian (phat) | [9,5; 12,5) | [12,5;: 15,5) | [15,5; 18,5) | [18,5;:21,5) | [21,5; 24,5)
S6 hoc sinh 3 12 15 24 2

Tinh trung vi cia mau s06 liéu ghép nhom nay.

Giai

Comaulan=3+12+15+24+2 =56

Goi x,, ..., X, 12 thoi gian truy cép Internet cta 56 hoc sinh va gia st day nay da duoc sap

xép theo thir tw tdng dan. Khi dé, trung vi la %28 ;xﬁg . Do hai gia tri x,,, x,,thuéc nhém

[15,5; 18,5) nén nhém nay chira trung vi. Do do, p=3; a8, =155, m. =15 m, + m,=3+12=15;

a,—a,=3vataco

56_15

M, =155 + -2 F=181.
15

 Técdé v (km/h) | S6 Ian

) Luyén tdp 2. Ghi lai toc d6 bong trong 200 1an giao béng cla 150 <v <155 18

mot van dong vién mon quén vot cho két qua nhw bang bén. 185 < v <160 o8

Tinh trung vi cGa mau so liéu ghép nhém nay. 160 <v < 165 35

Y nghia. Trung vi ciia méu sé liéu ghép nhdm xdp xi cho 165<v <170 43

trung vi ciia mau sé liéu gbc, no chia mau sé liéu thanh hai 170<v <175 41

phan, méi phan chira 50% gia tri. 175<v <180 35

3. TU PHAN VI CUAMAU SO LIEU GHEP NHOM  Voiti phanvi @, @,, Q, I4n
lwot c6 25%, 50%, 75% sb

) ue2. V&i mau sb liéu ghép nhom cho trong HD2, hdy cho  giatrinhohon Q, Q. Q..
biét tr phan vi thir nhat Q. va tr phan vi thir ba Q, thudc
nhom nao.

Cho méau sé liéu ghép nhém nhw Bang 3.2.




- : \
Pé tinh tir phan vi thir nhat Q, ctia mau so liéu ghép nhom, truéc hét ta xac dinh nhém
chira Q,, gia str 46 la nhom thir p: [a,; a, ,). Khi do,

L (m +..+m )
FE 1 W p 1
Q1=E +4 ‘(ap,”—ap)l

p
m,

trong d6 n la c& mau, m_1a tan sé nhém p, véi p=1taquy uécm, +..+m, _, =0.

Pé tinh tr phan vi thir ba Q. ctia méu s6 liéu ghép nhom, trudc hét ta xac dinh nhém
chira Q,. Gia sir d6 la nhom ther p: [a ; a, ). Khi do,

3;—(m1+...+mp i)
Q;=a,+ (81— 3,),

m,

trong d6 n la c& mau, m_1a tan so nhom p, véip=1taquy uécm, +..+m  =0.

Tt phan vi thir hai Q, chinh la trung vi M..
\ )

) Vidu 3. Tim t& phan vi th(r nhat Q, va t& phan vi thir ba Q, ctia mau s6 liéu ghép nhém cho

trong Vi du 2.

Giai

C& mau la n=56.

TG phan vi thiv nhét Q, 1a Zi4 ;"15 Do x,, x,. éu thuée nhém [12,5; 15,5) nén nhém nay
chraQ,. Dodo, p=2;a,=125 m,=12,m. =3;a,-a,=3vataco

=4

Q=125+ —.3-1525,
1 TR

+ X43

VGi ttr phan vi the ba Q, la X42 . Do x,,, x,, déu thuéc nhém [18,5; 21,5) nén nhém nay

chira Q,. Dodo, p=4;a,=185 m,=24;,m +m,+m,=3+12+15=30,a,-a,=3vataco

3 -456 a0
~-18,5 3 =90
Q YT 4

Nhan xét. Ta cling c6 thé xac dinh nhém chira t&r phan vi thlr r nhé tinh chat: ¢é khoang (%}

gia tri nho hon tir phan vi nay.

) Luyén tip 3. Tim t& phan vi thir nhat va t&r phan vi th(r ba cho mau so liéu ghép nhém &
Luyen tap 2.
Y nghia. Céc tir phan vi cia mau sé liéu ghép nhém xap xi cho cac t& phan vi cia mau
s liéu gbc, ching chia mau s6 liéu thanh 4 phan, mbi phan chira 25% gia tri.



4.MOT CUA MAU S0 LIEU GHEP NHOM

) M4, Voi so liéu cho trong Luyén tap 1:

a) Co thé tim dworc gia tri chinh xac cho mét ctia mau sé liéu gbc vé théi gian xem ti vi cla
hoc sinh khéng?

b) Mot thudc nhom nao |a hop li nhat? Nén lay s6 nao trong nhém dé wéce luvong cho mot?
Cho mau so liéu ghép nhoém nhu trong Bang 3.2.

~
Pé tim mét cta mau sé liéu ghép nhom, ta thuc hién theo cac budc sau:
Butc 1. Xéac dinh nhém c6 tan s6 16n nhat (goi Ia nhém chiva mét), gid siv 1anhémj: [a; a_).
mf = mj 1

Budc 2. Mét duoc xac dinh 1a: M, = a; + -h

(m; =m;4)+(m; —my,,)

trong 6 m |a tan so clia nhom j (quy wéc m, = m, , = 0) va h la 4o dai ctia nhom.
- -~

Lwu v. Ngudi ta chi dinh nghia mét cho mau
ghép nhém co6 dé dai cac nhém bing nhau.
M6t mé&u co6 thé khéng cé mét hodc céd nhiéu
hon mét moét.

Khitan so6 cla cac nhém so liéu bang nhau
thi mau so liéu ghép nhom khéng c6 mot.

/) Vi du 4. Bang so liéu ghép nhém sau cho biét chiéu cao (cm) cGa 50 hoc sinh I&p 11A.

Khoang chiéu cao (cm) | [145: 150) | [150; 155) | [155; 160) | [160; 165) | [165; 170)
Sé hoc sinh 7 14 10 10 g

Tinh mét cda mau sé liéu ghép nhém nay. Cé thé két luan gi tir gia tri tinh dwoc?
Giai
Tan s6 I1&n nhét 1a 14 nén nhom chira mot la nhéom [150; 155). Taco, j= 2, a,= 180, m,= 14,
m,=7, m,=10, h="5. Do d6
14 -7

M. =150 5~153.18.
0 "1a-7)+ (14-10)

Sé hoc sinh cé chiéu cao khoang 153,18 cm la nhiéu nhét.
) Luyén tip 4. Thoi gian (phut) dé hoc sinh hoan thanh mét cau héi thi dwoc cho nhu sau:

Thoi gian (phuat) | [0,5; 10,5) | [10,5; 20,5) | [20,5; 30,5) | [30,5; 40,5) | [40,5; 50,5)
S6 hoc sinh 2 10 8 4 3

Tim mét cla mau sé liéu ghép nhém nay.

Y nghia. M6t clia mau sé liéu ghép nhém xap xi cho mét ctia mau sé liéu gbc, né dwoc dung
dé do xu thé trung tdm clia mau sb liéu.

) Vin dung. Hay tinh cac sb dac trweng cho mau so liéu trong Bang 3.1 va gidi thich y nghia cla
cac gia tri thu duorc.



BAITAP
3.4. Quang duwdng (km) tlr nha dén noi lam viéc clia 40 céng nhan mét nha may dwoc ghi
lai nhw sau:

5 3 10 20 25 11 13 7 12 31 19 10 12 17 18 11 32 17 16 2
797 83 3512 15 18 3 12 14 2 9 6 15 19 7 6 12

a) Ghép nhém day sé liéu trén thanh cac khodng cé dd rong bang nhau, khoang dau tién
la [0; 5). Tim gia tri dai dién cho m&i nhém.

b) Tinh s6 trung binh cia mau s6 liéu khéng ghép nhém va mau sb liéu ghép nhém.
Gia tri nao chinh xac hon?

c) Xac dinh nhém chira mét clia mau sé liéu ghép nhém thu duoc.

3.5. Tudi tho (nam) cta 50 binh ac quy 6 t& dwoc cho nhu sau:

Tubi tho (nam) | [2; 2,5) [2,5; 3) [3; 3,5) [3,5: 4) [4, 4,5) (4,5, 5)

Tan so - 9 14 11 7 9

a) Xac dinh mét va giai thich y nghia.
b) Tinh tuéi tho trung binh ctia 50 binh ac quy 6 té nay.

3.6. Diém thi mon Toan (thang diém 100, diém dwoc lam tron dén 1) cua 60 thi sinh duoc
cho trong bang sau:

Piém 0-9 10- 19 20 - 29 30 - 39 40 - 49
Sé thi sinh 1 2 4 6 15
piém 50 - 59 60 - 69 70-79 80 - 89 90 - 99
S6 thi sinh 12 10 6 3 1

a) Hiéu chinh dé thu dwoc mau sé liéu ghép nhém dang Bang 3.2.
b) Tim cac t& phan vi va giai thich y nghia cta chung.

3.7. Phong van mot O hoc sinh khoi 11 ve Bl s as Sink 1l 88 hoe sk
thoi gian (gio) ngu cua mot budi toi, thu (i®) o A
duwoc bang so liéu ¢ bén. g
a) So sanh thoi gian ngu trung binh cua [4; ) o 4

cac ban hoc sinh nam va nir. [5; 6) 10 8
b) Hay cho biét 75% hoc sinh khéi 11 ngt [6; 7) 13 10
it nhat bao nhiéu gio. 7: 8) 9 11
[8; 9) 7 8




Nhom

< d

4 [as; @)

[a;; a;,1)

[ak : ak+1 )

Tan so tich luy 0

¢

Cc

i

—® Emcé biét? —
Ta co thé st dung phan mém GeoGebra dé tinh cac t(r phan vi ciia mau sb liéu ghép
nhém dang Bang 3.2 theo cac buwéc sau day:

Buéce 1. Lap bang tan sbé tich luy dang sau:

trong d6 ¢, = m, + ...+ m,_, la tan sé tich luy.

Bude 2. V& db thi tan sé tich luy bang cach ni cac diém lién tiép M, (a,; 0), M,(ay; ¢;), ...,
M@k, 4 Ck)-

Bude 3. Qua diém A{U; 141—) vé tia song song véi Ox, cat dé thi tan sd tich luy tai
51{(31; %J vGi n la c& mau, Q, chinh la t&r phan vi thir nhat.

Qua diém A, (U; %] vé tia song song véi Ox, cat @b thi tan sé tich luy tai B, (QE.; %)
Q, chinh 14 t& phan vi th hai.

Qua diém A, (O; STH) vé tia song song v&i Ox, cat do thi tan so tich luy tai B, [Qa; 3{]

Q; chinh la ttr phan vi thir ba.
Chang han, v&i mau sé lieu ghép nhom cho trong Vi du 2 ta ¢o bang tan sé tich luy:

Nhom <9.5([9,5; 12,5) |[12,5; 15,5) |[15,5; 18,5) |[18,5; 21,5)|[21,5; 24,5)
Tansétichluy| O 3 15 30 54 56
S&r dung phan mém GeoGebra ta ¢é Hinh 3.1.
A
60
A3 = (0, 42)
0% B3 = (20, 42)
A2 = (0, 28) %
B2 = (18.1, 28)
20
A1 = (0, 14) M3
B1 = (15.25, 14)
M1
= & £ i o
Q 5 10 15 20 25 X
Hinh 3.1

| T hinh vé ta c6 Q, =15,25;Q, = 18,1 Q; = 20.




BAI TAP CUOI CHUONG I

A - TRAC NGHIEM

Khao sat thoi gian tap thé duc trong ngay clia mét s6 hoc sinh khoi 11 thu dwoc mau so liéu
ghép nhom sau:

Thoi gian (phat) | [0; 20) [20; 40) [40; 60) [60; 80) [80; 100)
S6 hoc sinh 5 9 12 10 6
Bang 3.6
3.8. Gia tri dai dién cua nhom [20; 40) |a
A. 10. .. 20, C.30. D. 40.
3.9. Mau s6 liéu ghép nhém nay c6 s6 mot Ia
A. Q. 1. C.2 D. 3.
3.10. Nhém chira mét clia mau sé liéu nay 1a
A. [20; 40). 8. [40; 60). C. [60; 80). D. [80; 100).
3.11. Nhém chira t(r phan vi thir nhat 1a
A. [0: 20). 5. [20: 40). C. [40: 60). D. [60; 80).
3.12. Nhém chwra trung vi la
A. [0: 20). 8. [20; 40). C. [40: 60). D. [60; 80).
B-TU LUAN
3.13. Co cau dan sé Viét Nam nam 2020 theo dd tudi dwoc cho trong bang sau:
Do tudi Duwdi 5 5-14 15-24 25-64 Trén 65
Sé nguoi (triéu) 7,89 14,68 13,32 53,78 7,66
(Theo hetp:/ourworldindata.org)

Chon 80 |a gia trj dai dién cho nhom trén 65 tudi. Tinh tudi trung binh clia nguwoi Viét Nam
nam 2020.

3.14. Ngudi ta ghi lai tudi tho clia mét sé con ong cho két qua nhuw sau:

Tudi tho (ngay) | [O: 20) [20; 40) [40: 60) [60; 80) | [80: 100)
Sé lwong 5 12 23 31 29

Tim mét ctia mau sé liéu. Giai thich y nghia cua gia tri nhan dwoc.

3.15. M6t bang xép hang da tinh diém chuan hoa cho chi sé nghién clru clia mét sé trwong
dai hoc & Viét Nam va thu duwoc két qua sau:

Piém Dwéi20 | [20;30) | [30;40) | [40;60) | [60;80) | [80; 100)
Sé trrong 4 19 6 2 3 1

Xac dinh diém ngudng dé dwa ra danh sach 25% truong dai hoc cé chi sé nghién clru ot
nhat Viét Nam.




CHUONG IV

QUAN HE SONG SONG
TRONG KHONG GIAN

O cac 16p duéi, ta da hoc vé Hinh hoc phang, mén hoc nghién ctru tinh chat ciia cac hinh
trong mat phang nhw hinh tam giac, hinh tir giac, hinh tron, ... Tuy nhién, cac vat thé thuwong
gap trong thuc té ddi séng nhu hdp phan, cuc tay, chan giay la cac hinh trong khéng gian.
M6t sé tinh chat cla nhirng hinh nay da dwoc gi¢i thiéu va thira nhan trong phan Hinh hoc
trwre quan. Trong chwong nay, ta sé tiép tuc hoc vé Hinh hoc khéng gian, mén hoc nghién
clru tinh chét cha cac hinh trong khéng gian dwa trén cac lap luan toan hoc logic va
chat ché. Néi dung chinh cta chwong lién quan dén duwdng thang, mat phang trong khéng
gian va vi tri twong déi gilra ching.

Hinh hoc khong gian déng vai tro quan trong trong xdy dung va dd hoa nhw v8 ki thuét, in 3D,
thiét ké voi sw hd tro caa may tinh CAD (Computer Aided Design).

21 () ) DUONG THANG VA MAT PHANG /4
TRONG KHONG GIAN N

THUATNGU . KIEN THU'C, KINANG

« Mat phang .« Nhan biét cac quan hé lién thudc co ban gitra diém,
« Piém thudc mat phing . dwong thang, mat phang trong khéng gian.

« Céc diém ddng phing .+ MG ta ba céch xac dinh mét phang.

Giao tuyén ciia hai mat phang | * Xéac dinh giao tuyén cia hai méat phang, giao diém cua
Hinh chop va hinh tir dign | duongthang va matphang.

.+ Nhan biét hinh chép va hinh t& dién.
.« M6 ta mot s6 hinh @nh trong thwe tién cé lién quan dén
. dwong thang, mat phéng trong khéng gian.

Piém, dwdng thang va mdi quan hé lién thudc gilra hai dbi twong hinh hoc nay da duwoc
gioi thiéu trong Hinh hoc phang. Bai nay tiép tuc trinh bay mét déi twong hinh hoc khac
la mat phang, dong th&i nghién clru mdi quan hé lién thudc gilra diém, dwéng thang voi
mét phang.
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1. KHAI NIEM MO PAU

Mat bang, man hinh may tinh hay mat nwéc lic tinh 1ang 1a mét sé hinh anh vé mét phan cla
mé&t phang. M&t phang khéng cé bé day va khéng cé gidi han.

Chii y
— Dé biéu dién mat phang ta thuwong ding mét hinh
binh hanh va viét tén clia mat phang vao mét géc
clia hinh. Ta ciing co thé str dung mét goc va viét 1
tén cla mat phang & bén trong goc dé. Hinh 4.1

— DA ki hiéu mat phang ta dung chi cdi in hoa hoac chir cai Hy Lap dat trong dau ngodc ( ).

Trong Hinh 4.1, ta cd mat phang (P) va mat phang (a).
\5
\
P X
\
b)

XY -
g Hay tim mét s6 hinh anh cua mat phang trong thyc té.
Hinh 4.2

— Piém A thudc mat phang (P), ki hiéu A < (P).
— Piém B khéng thuéc mat phang (P), ki hiéu B & (P).
Néu A € (P) ta con ndi A nam trén (P), hoac (P) chira A, hoac (P) di qua A.

h, J

) HB1. Cham phat dén trén san
béng da cho ta hinh anh vé mot
diém thudéc mét mat phang.
Hay tim thém cac vi du khac
cling goi cho ta hinh anh dé.

Cha v. Dé nghién clru hinh hoc khéng gian, ta thwéng vé cac hinh dé len bang hoac Ién giay.
Hinh vé do dwoc goi la hinh biéu dién_cﬁa mét hinh khéng gian. Hinh biéu dién ctia mét hinh
khéng gian can tuan thd nhirng quy tac sau:

— Hinh biéu dién cla dwéng thang la dwéng thang, cla doan thang la doan thang.

— Hinh biéu dién clia hai duéng thang song song la hai
dudng thang song song, cua hai dwdng thang cat nhau la /
hai dwong thang cat nhau.

— Hinh biéu dién gir nguyén quan hé lién thudc gitra diém '

va dwong thang. KA 7
— Dung nét vé lién dé biéu dién cho duwdng nhin thay vanét  Hinh 4.3. Hinh biéu dién cia
dirt doan dé biéu dién cho dweéng b che khuét. hinh chép tam giac déu va

. < =y " n hinh lap phuong
Cac quy tac khac sé duoc hoc o phan sau.



2.CAC TiNH CHAT THUANHAN

) ue2. Chiéc xa ngang dat twa Ién hai diém A, B cla tru nhay 5
thé hién hinh anh ctia mét dwéng thang di qua hai diém dé. Al
Cé thé tim dwoc médt dwong thang khac cing di qua hai
diém A, B hay khéng?

[Cc’: mot va chi moét dwdng thang di qua hai diém phan biét.J

Y
g C6 bao nhiéu dwéng thang di qua hai diém trong sé ba diém khéng thang hang?

} 103, Trong Hinh 4.4 1a mét khoi rubik c6 bon dinh va bon mat,
moi mat la mot tam giac.
a) Dat khéi rubik sao cho ba dinh ciia méat mau dé déu nam
trén mat ban. Khi do, mat mau do cta khdi rubik coé nam
trén mat ban hay khéng?

b) C6 thé dat khéi rubik sao cho bén dinh cia né déu nam
trén mat ban hay khéng?

Hinh 4.4

-
i

C6 mét va chi mét méat phang di qua ba diém khéng
thang hang.

[Tén tai bon diém khéng cung thudc mdt mat phang. J

Nhan xét. M6t mat phang hoan toan xac dinh néu biét ba
diém khéng thang hang thuéc mat phang do. Ta ki hiéu mat
pt!éng di qua ba :fﬁém khéng thang hang A, B C la (ABC). Cikvi dinh béing ddng & c6 06 Hud
Néu co npiéu diérq cung Ehuﬁ:sc r!'nint mat phang thi ta 1nc':~i 3 ,?}{3‘%'{1{', S uBH }iaé c6 qid tri
nhitng diém d6 déng phdng. Néu khéng cé mat phang to lén caa Viét Nam.

nao chira cac diém do thi ta néi nhirng diém d6 khéng |

dbéng phang.

M
g C6 bao nhiéu mat phang di qua ba diém thang hang?

) vidu 1. Cho bén diém A, B, C, D khdéng dong phang (H.4.5). D
C6 bao nhiéu mat phang di qua ba trong sé bén diém da cho?

Giai
Cé 4 mat phang di qua ba trong s6 bén diém da cho, do la A C
cac mat phang (DAB), (DAC), (DBC) va (ABC).

) Luyén tip 1. Cho t(r giac ABCD. Cé bao nhiéu mat phang di

qua ba trong s6 bon dinh cla t( giac d6? .

Hinh 4.5

) Vin dung 1. Hay giai thich tai sao trong thuc tién cé nhiéu dé vat dworc thiét ké gom ba chan
nhw chan d& may anh, gia treo tranh, kiéng ba chan treo néi, ...



» noa. Cang moét soi day sao cho hai dau clia soi day nam trén
mat ban. Khi do, soi day co nam trén mat ban hay khong?

Neu mot duong théng CO hai diém phan blet thudc mntw
mat phang thi tat ca cac diém clia dwong thang déu thudc

mat phang 4do. |

Chu v. Néu moi diém cua dwdng thang d déu thudc mat phang (P) thi ta néi dwdng thang d
nam trong (P) ho&c (P) chira d. Khi do ta ki hiéu la d c (P) hoac (P) = d.

) Vi du 2. Cho tam giac ABC va mét diém M thudc duwong thang BC (H.4.6).
a) Diém M cé thudc mat phang (ABC) hay khong?

b) Pwéng thang AM c6 nam trong mat phang (ABC) hay khong?

Giai

a) Buong thang BC co hai diém phan biét B, C thudc mat phang

(ABC) nén duéng thang BC nam trong mat phang (ABC).
Vi M thubéc dwdng thang BC nén M thudéc méat phang (ABC). E C M

b) Buwdng thang AM cé hai diém phan biét A, M thudc méat phang Hinh 4.6
(ABC) nén duwéng thang AM nam trong mat phang (ABC).

) Luyén tdp 2. Trong Vi du 2, lay diém N thudc duéong thang AB sao cho N khac M. Pudng thang
MN c6 thuéc mat phang (ABC) hay khéng?

» HB5. Trong High 4.7, mat nwoc va thanh bé cé giao nhau
theo duwong thang hay khéng?

' Néu hai mat phang phén biét c6 di ém chung thi cac di ém < %
chung clia hai mat phang la mét dwdng thang di qua diém
chung doé.

.

Hinh 4.7

Chu y. Buong thang chung d (néu c6) clia hai mat phang phan biét (P) va (Q) duoc goi la
giao tuyén cta hai mat phang dé va ki hiéu la d = (P) n (Q).
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) Vi du 3. Cho tam gidc ABC va mét diém S khéng thudc

mat phang (ABC). Goi M, N lan lwot la trung diém clia cac

doan thang AB, AC (H.4.8).
a) Chi ra mét diém chung cla hai mat phang (SBN), (SCM)

va khac diém S.

b) Giao tuyén ctia hai mat phang (SBN) va (SCM) cé di qua
trong tam cua tam giac ABC hay khong?

Giai

a) Trong tam giac ABC, hai dwong trung tuyén BN va CM
cat nhau tai trong tdm G cla tam giac. Piém G thudéc BN
nén cling thudc méat phang (SBN). Biém G thudéc CM nén
cling thudéc mat phang (SCM). Vay G la mét diém chung
clia hai mat phang (SBN) va (SCM).

b) Vi S, G la hai diém chung ctia hai mat phang (SBN) va
(SCM) nén giao tuyén cla hai mat phang nay la dwdng
thang SG. Pwong thang nay di qua trong tdm G cua
tam giac ABC.

Nhédn xét. Hai duwdng trung tuyén trong mét tam giac cat

nhau tai trong tdm cta tam giac 1a mét tinh chat da dwoc

hoc trong hinh hoc phang. Trong vi du trén, tinh chat nay da
dwoc ap dung cho tam giac ABC trong mat phang (ABC).

Trong trwéng hop téng quat, ta cé tinh chat sau:

Hinh 4.8

Dé xac dinh giao tuyén cia hai
mat phang, ta tim ha@ diém cung
thudc ca hai mat phang do.

[Trén mé&i méat phang, tAt ca cac két qua da biét trong hinh hoc phang déu dl.'lng*]

) Luyén tip 3. Trong Vi du 3, hdy xac dinh giao tuyén cGa hai mat phang (SBM) va (SCN).

3.CACH XAC BDINH MOT MAT PHANG

O muc 2, ta 43 thira nhan két qua sau:

[M@t mat phang duoc hoan toan xac dinh khi biét né di qua ba diém khéng thang hang. J

Muc nay sé tiép tuc gi&i thiéu thém hai cach xac dinh mét mat phang.

) uo6. Cho duong thang d va diém A khéng thudc d. Trén

74

dudng thang d lay hai diém phan biét B, C (H.4.9). Mat
phang (ABC) cé chira diém A va dudng thang d hay khéng?
Mat phang (ABC) cé chira hai dwéng thang AB va BC
hay khéng?

Hinh 4.9

/

duwdng thang khéng di qua diém doé.

-

« M6t méat phang duwoc hoan toan xac dinh khi biét nd di qua mét diém va chira mét

+ M6t mat phang dwoc hoan toan xac dinh khi biét né chira hai dwdng thang cat nhau.

""'l

-’




Chu v. Mat phang duoc xac dinh béi diém A va dwong thang d khéng chira A dwoc ki hiéu
la mp(A, d). Mat phang dwoc xac dinh bdi hai dwdng thang cat nhau a va b dwoc ki hiéu la
mp(a, b).

) Vi du 4. Cho hai duong thang cat nhau a, b va goi S la S
moét diem khéng thudéc mp(a, b) (H.4.10). Xac dinh giao
tuyén cta mp(S, a) va mp(S, b).

Giai /’>\M<__
Goi M 1a giao diém cla a va b. Vi M thudc a nén M thudc a h

mp(S, a). Vi M thudc b nén M thuéc mp(S, b). Hai diém S, M
cung thuéc mp(S, a) va mp(S, b) nen giao tuyén cda hai mat Hinh 4.10
phang d6 la dudng thang SM.

» Luyén tip 4. Trong Vi du 4, vé mét duong thang ¢ cat ca hai
duong thang a va b. Xac dinh giao tuyén cuda hai méat phang:
mp(S, a) va mp(S, ¢); mp(S, b) va mp(S, ¢).

) vin dung 2. Dé tranh cho clra ra vao khéng bi va dap vao cac
do dung xung quanh (do mé& ctra qua manh hoac do gioé to
dap ctra), nguoi ta thwong st dung mét phu kién la hit ctra
nam cham. Hay giai thich tai sao khi cira duoc hut o vi tri
cua nam cham thi canh cira duoc gilr co dinh.

4. HINH CHOP VA HINH TU DIEN

) #87. Cac hinh anh duéi day c6 dac diém chung nao véi hinh chép tam giac déu ma em da
hoc ¢ I6p 87

i 7 - = = =5 N
+ Cho da giac l6i A A,...A va mot diém S nam ngoai mat phang chira da giac do. Noi

Svoicacdinh A A, ..., A dé duoc ntamgiac SA A, SAA, ..., SA A . Hinh gbm n
tam giac SA A,, SAA,, ..., SA A vadagiac A A,...A_duoc goi la hinh chop va ki hiéu
laSAA,. . A.

« Trong hinh chop S.AA,...A, diém S duwoc goi la dinh va da giac AA,. A, duoc goi
la mat day, cac tam giac SA A,, SAA, ..., SA A, duoc goi la cac mat bén; cac canh
SA, SA,, ..., SA, duoc goi la cac canh bén; caccanh A A, AA, ..., A A, duoc goi la
cac canh day.

" A

Chu
Tén cua hinh chép dwoc goi dwa theo tén cua da giac day, vi du hinh chop co day la tir giac
dwoc goi la hinh chop tw giac.



) Vi du 5. Cho hinh chép S.ABCD (H.4.11). Hinh chép d6 c6

bao nhiéu canh?

Giai

Hinh chop S.ABCD c6 8 canh |la SA, SB, SC, SD, AB, BC,
CD, DA.

) Luyén tdp 5. Cho hinh chép S.ABCD. Goi tén cac mat bén va

mat day cua hinh chép do.

J M98, Trong cac hinh chop & HBD7, hinh chép nao co it mat

nhat? Xac dinh s6 canh va sé mat cta hinh chép dé.

» Cho bén diém A, B, C, D khéng ddng phang. Hinh

gbm bbn tam giac ABC, ACD, ABD va BCD dwoc goi
la hinh tw dién va dwoc ki hieu |1a ABCD.

+ Trong hinh t&r dién ABCD, cac diém A, B, C, D dwoc
goi la cac dinh cua ti dién, cac doan thang AB, BC,
CD, DA, AC, BD duwoc goi la cac canh cua tlr dién, cac
tam gidac ABC, ACD, ABD, BCD dwoc goi la cac mat
cua tr dién.

- Trong hinh t& dien, hai canh khong co c‘ﬁnhi chung
dwoc goi la hai canh dbéi dién, dinh khéng nam trén
mét méat dwoc goi la dinh dbi dién véi mat do.

Nhan xét. Hinh tr dién la mot hinh chop tam giac ma mat
nao cua hinh t&r dién cing cd the dwoc coi la mat day.

) Vi du 6. Cho hinh t(r dién ABCD va E 1a mét diém nam trong

tam giac BCD. Goi F la mot diém nam gilta A va E (H.4.12).
Xac dinh giao diém cla dwong thang BF va mat phang
(ACD).

Giai

Vi diém E nam trong tam giéc BCD nén duong thang BE
cat canh CD tai mét diém M. Cac diém A, E thudéc mat
phang (ABM) nén duwdng thang AE thuéc mat phang (ABM),
do d6 diém F thudc méat phang (ABM). Nhu vay cac diém
A, B, E, F, M cung thuéc mat phang (ABM).

Trong tam giac ABM, dudng thang BF cat AM tai N. Vi N
thuéc AM va A, M cling thuéc mat phang (ACD) nén N thudc
mat phang (ACD). Vay N la giao diém cua dwdng thang BF
va mat phang (ACD).

) Luyén tdp 6. Trong Vi du 6, xac dinh giao diém clta dwong

thang DF va mat phang (ABC).

B G
Hinh 4.11

Hinh t& dién c¢6 bon mat 1a
cac tam giac déu goi 1a hinh
tiy dién déu.

C
Hinh 4.12

pé xac dinh giao diém cua
mot dwérng thang va mot mat
phang. ta c6 thé tim giao diém
ctia dwong thang do voi mot
dwong thdng ndm trong mat
phang da cho.




BAITAP

4.1. Trong khéng gian, cho hai dwong thang a, b va méat phang (P). Nhirng ménh dé nao sau
day la dung?
a) Néu a chira mét diém nam trong (P) thi a nam trong (P).
b) Néu a chira hai diém phan biét thudc (P) thi a nam trong (P).
c) Néu a va b cung nam trong (P) thi giao diém (néu cd) clia a va b cling nam trong (P).
d) Néu a nam trong (P) va a cat b thi b nam trong (P).

4.2. Cho tam giac ABC va diém S khéng thudc mat phang (ABC). Lay D, E la cac diém lan
lwot thudc cac canh SA, SBva D, E khac S.

a) budng thang DE c6 nam trong mat phang (SAB) khéng?
b) Gia str DE cat AB tai F. Chirng minh rang F la diém chung ctia hai mat phang (SAB) va
(CDE).

4.3. Cho mét phang (P) va hai dwong thang a, b nam trong (P). Mét dwong thang ¢ cat hai
dwong thang a va b tai hai diém phan biét. Chirng minh rang dwong thang ¢ nam trong
mat phang (P).

4.4. Cho hinh chop ti¢ giac S.ABCD va M la mot diém thudc canh SC (M khac S, C).
Gia str hai dwdng thang AB va CD cat nhau tai N. Chirng minh rang dwdng thang MN la
giao tuyén cla hai mat phang (ABM) va (SCD).

4.5. Cho hinh choép t& gidc S.ABCD va lady mét diém E thudc canh SA cla hinh chép
(E khac S, A). Trong mat phang (ABCD) vé mdt duwong thang d cat cac canh CB, CD
lan Iwot tai M, N va cat cac tia AB, AD lan luottai P, Q.

a) Xac dinh giao diém cua mp(E, d) v&i cac canh SB, SD cua hinh chép.
b) Xac dinh gizo tuyén ctia mp(E, d) v&i cac mat cia hinh chop.

4.6. Cho hinh t&r dién ABCD. Trén cac canh AC, BC, BD lan lwot lay cac diém M, N, P
sao cho AM=CM, BN =CN, BP = 2DP.

a) Xac dinh giao diém ctia dwong thang CD va mat phang (MNP).
b) Xac dinh giao tuyén cta hai mat phang (ACD) va (MNP).

4.7. Tai cac nha hang, khach san, nhan vién phuc vu '
ban thuong xuyén phai bung bé nhieu khay, dia do an
khac nhau. M6t trong nhi¥rng nguyén tac nhan vién can - ‘
nh& 1a khay phai dwoc bwng bang it nhat 3 ngén tay. Hay : *

giai thich tai sao.

4.8. Ban cat giay 1a mét dung cu dwoc st dung thuong
xuyén & cac clra hang photo-copy. Ban cat giay gom hai
phan chinh: phan ban hinh chi¥ nhat cé chia kich thuéc
giay va phan dao cat c6 mét dau dwoc cb dinh vao ban.
Hay giai thich tai sao khi sir dung ban cat gidy thi cac
dwong cat ludn la dwong thang.




HAI DUONG THANG SONG SONG

-~ - : -n!" ’ - -
THUATNGU | KIEN THUC, KINANG
+ Hai dwong thdng i « Nhén biét vi tri twong dbi cla hai dwong thdng trong khong gian: hai

déng phang :  dwong thang trung nhau, song song, ¢t nhau, chéo nhau.
» Hai dwong thdng | + Gidi thich tinh chat co ban cta hai dwdng thdng song song trong
cheo nhau i khong gian.

i« Van dung kién thirc vé hai dwong thdng song song dé mo ta mot sb
i hinh anh trong thuwec tién.

Pé gidi quyét van dé tac duwong & cac thanh
phé Ion, co rat nhiéu giai phap duwoc dua ra.
Trong d6 gidi phap xay dwng cac hé thong
cau vuot, dwong hoac duong sat trén cao da
va dang dwoc dua vao thuc té & Viét Nam.
Toan hoc mé ta vi tri twong quan gilra cac
tuyén duwong trén nhw thé nao?

Hinh 4.13. Tuyén duromg bé (1, 2), tuyén durong
vanh dai trén cao (3), tuyén dwong sat trén cao (4)

1. VITRi TUONG DOI CUA HAI DUONG THANG

) HB1. Hinh 4.13 minh hoa bén tuyén duéng (dwoc coi la thang) tai mét nat giao & Ha Nbi.
Quan sat hinh anh dé va tra &1 cac cau héi sau:
a) Hai tuyén duéng nao giao nhau?
b) Hai tuyén dwérng nao khéng giao nhau?
¢) Hai tuyén dwdng nao song song?

-

Cho hai duéng thang a va b trong khéng gian.

+ Néu ava b cling nam trong mot mat phang thi ta néi a va b déng phang. Khi dé, ava b
c6 thé cat nhau, song song voi nhau hoac triing nhau.

» Néu a va b khdéng cung nam trong bat ki mat phang nao thi ta néi a va b chéo nhau.
Khi d6, ta cling néi a chéo véi b, hoac b chéo voi a.

%, F
i
M a a
d \
a o o 0 a —"'"‘.’/
arb={M} all b a=>b
acatbtai M a song song véi b a tring véi b a va b chéo nhau
Hinh 4.14 Hinh 4.15



\i

Hay tim mét sé hinh énh vé hai dwdng thang song song, hai dwéng thang chéo nhau
trong thuc tién.

5t vai bang khung ctri,. mot trong nhimc anh lang véi bd cam bién an nir
Det vai bang khung cuw, mot trong nhimg Hanh lang voi bo cam bieén an ninh

net dep van hoa cua mot sO dan toc. gom cac ftia laser dol mot khong cat nhau

Hai dwérng thang khéng co diém
chung thi cé thé song song hoac

— Hai duwdng thang song song la hai duéong thang P i i

ddng phang va khéng co6 diém chung.
— C6 dung moét mat phang chira hai dwéng thang
song song.

) Vi du 1. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khong

cling nam trong moét mat phang (H.4.16). F
a) Quan sat bén dwong thang AB, BC,CD,DA. Chi ra E
cac cap dwong thang cat nhau, cac cap dwéng thang A D
song song. /
B &

b) Trong ba dwéng thang AB, AF, BE c6 hai dwéng thang
nao chéo nhau hay khéng?

Giai
a) Cac cap dwong thang cat nhau la AB va BC, AB va DA, BC va CD, CD va DA.
Céc cap dwéng thang song song la AB va CD, DA va BC.

b) Cac duwong thang AB, AF, BE cung nam trong mét phang (ABEF) nén trong ba dudng
thang d6 khéng cé hai dwdng thang nao chéo nhau.

Hinh 4.16

3 Luyén tip 1. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh
binh hanh (H.4.17).

a) Trong cac duwong thang AB, AC, CD, hai dwong thang
nao song song, hai dwéng thang nao cat nhau?

b) Goi M, N 1an lwot 1a hai diém thudc hai canh SA, SB.
Trong cac dwong thang SA, MN, AB c6 hai dudng
thang nao chéo nhau hay khéng?

hll'.”h "\I :'r.l?
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') Vi du 2. Cho hinh t& dién ABCD (H.4.18). Hai dwéng thang
AB va CD c6 chéo nhau hay khéng? Chi ra cac cap dudng
thang chéo nhau cé trong hinh t& dién dé.

Giai
Néu hai dwong thang AB va CD khong chéo nhau thi ching
cung thudéc mét mat phang. Khi 6 bén diém A, B, C, D

dong phang, trai voi gia thiet ABCD 1a hinh ti dién. Do do,
hai dwong thang AB va CD chéo nhau.

Lap luan twong tw, ta thay trong t&r dién ABCD con cb cac
cap dwong thang chéo nhau la AC va BD, AD va BC.

'» luyén tip 2. Trong hinh chép t&r giac S.ABCD (H.4.19), chira
nhirng dwéong thang:

a) Chéo v&i dudng thang SA:
b) Chéo véi dwéng thang BC.

') Vin dung 1. Mét chiéc gay duoc dat mét dau dwa vao twong
va dau kia trén mat san (H.4.20). Hoi co thé dat chiéc gay do
song song v&i mét trong cac mep twrong hay khéng?

2. TINH CHAT CUA HAI DUO'NG THANG SONG SONG

) HO2. Trong khéng gian, cho mét dwérng thang d va mot diém
M khéng nam trén d (H.4.21). Goi (P) la mat phang chira M
vad.

a) Trén mat phang (P) cé bao nhiéu dwdng thang di qua M
va song song voi d?

b) Néu mét dwong thang di qua M va song song véi d thi
dwong thang dé cé thuée mat phang (P) hay khéng?

C
Hinh 4.18

S

Hinh 4.20

Hinh 4.21

[Trung khéng gian, qua mét diém khéng nam trén duong thang cho trude, co6 dung mc‘_‘:tJ

duwong thang song song v&i duwong thang da cho.

J He2. Quan sat lép hoc va tim hai dwéng thang song song véi mép trén cda bang. Hai dwong

thang dé cd song song voi nhau hay khéng?

~ A
Trong khéng gian, hai dwéng thang
phan biét cung song song véi dudng
thang th(r ba thi song song v&i nhau.

N "

song v&i nhau,

Cac tia sang Mat Tr&i & gan
Trai Pat dwoc coi nhw cac
dwong thang déi mot song




) Vidu 3. Cho tir dién ABCD. Goi M, N, P. Q, R, S lan luot la
trung diém clia cac doan thang AB, CD, AD, BC, AC, BD
(H.4.22)

a) Chirng minh rang t& giac MPNQ 1a hinh binh hanh.

b) Chirng minh rang cac doan thang MN, PQ, RS cung i
qua trung diém ctia méi doan.

Giai
a) Trong tam giac ABC, ta c6 MQ |a duwdng trung binh nén |
1 Hinh 4.22
MQ /Il AC va MQ = 2 AC. Twong tw voi tam giac ACD, ta

co PN/ AC va PN = % AC. Do do MQ // PN va MQ = PN, Néu cac dau hiéu nhan biét

suy ra t&r giac MPNQ 1a hinh binh hanh. tir giac la hinh binh hanh.

b) Tlr cau a suy ra hai doan thang MN va PQ cat nhau tai
trung diém cdia méi doan. Twong tuw, hai doan thang MN va
RS cat nhau tai trung diém ctia méi doan. Do dé, cac doan
thdng MN, PQ, RS cung di qua trung diém clia mbi doan.

) tuyén tip 3. Trong Vi du 1, chirng minh rang bon diém C, D,
E, F ddng phang va tr giac CDFE la hinh binh hanh.
i , _ Néu hai dwdng thang b va ¢
) Ho4. Cho hai méat phang (P) va (Q) cat nhau theo giao tuyén ¢. cat nhau tai N thi ta c6 thé st
Mot mat phang (R) cat (P) va (Q) lan ot theo cac giao dung lai két qua & cu a.
tuyén a va b khéac c.

a) Néu hai duong thang a va c cat nhau tai M thi duong
thang b ¢é di qua M hay khéng (H.4.23)? Giai thich vi sao.

b) Néu hai dwdng thang a va ¢ song song voi nhau thi
hai dwong thang b va ¢ c¢6 song song v&i nhau hay khong
(H.4.24)? Giai thich vi sao.

R\ R ..
e B i

Hinh 4.23 Hinh 4.24

Két qua sau day con duoc biét dén véi tén goi "Pinh li vé ba dwdng giao tuyén”.

Néu ba mat phang doi mét cat nhau theo ba giao tuyén phan biét thi ba giao tuyén dé
déng quy hoac déi moét song song voi nhau.

Chu y. Tl két qua trén c6 thé suy ra rang: Néu hai mat phang chira hai dwong thang song
song v&i nhau thi giao tuyén cla ching (néu cé) song song véi hai dwéng thang dé6 hoac
trung v&i moét trong hai dwéng thang dé.



» Vidu 4. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh
(H.4.25). X4c dinh giao tuyén clia hai mat phang (SAB) va (SCD).
Giai
Hai mat phang (SAB) va (SCD) c6 diém chung S va chira hai
dwong thang song song la AB va CD. Do d, giao tuyén cta hai

mé&t phang (SAB) va (SCD) la dwéng thang m di qua S va song
song voi AB, CD.

) Luyén tdp 4. Trong Vi du 4, hay xac dinh giao tuyén cla hai mat
phang (SAD) va (SBC).

) Vin dung 2. M6t bé kinh chira nwéc cé day 1a hinh chir nhat 4
dwoc dat nghiéng nhw Hinh 4.26. Giai thich tai sao duwdng mép —

nuwédc AB song song voi canh CD clia bé nwdc.

Hinh 4.25

5 F D
BAIl TAP Hinh 4.26

4.9. Trong khong gian, cho ba dwong thang a, b, ¢. Nhitng ménh dé nao sau day la dung?
a) Néu a va b khéng cat nhau thi a va b song song.
b) Néu b va ¢ chéo nhau thi b va ¢ khéng cung thuéc mét mat phang.
c) Néu a va b cung song song va&i ¢ thi a song song voi b.
d) Néu a va b cat nhau, b va ¢ cat nhau thi a va ¢ cat nhau.

4.10. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh binh hanh. Trong cac cap dwong thﬁang sau,
cap dwong thang nao cat nhau, cap duwong thang nao song song, cap dwong thang nao
cheo nhau?

a) ABva CD; b) AC va BD; c) SBva CD.

4.11. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh.
Goi M, N, P, Q lan Iwot la trung diém cla cac canh bén SA,
SB, SC, SD (H.4.27). Chirng minh rang t& giac MNPQ la hinh
binh hanh.

4.12.Chohinhchép S.ABCDcdday ABCDlahinhthang (AB//CD).
Goi M, N lan Iwot |a trung diém clia cac canh SA, SB. Chirng
minh rang tlr giac MNCD la hinh thang.

4.13.Chohinh chop S.ABCD co day ABCD la hinh thang (AB// CD).
Goi M |a trung diém cua doan thang SD (H.4.28).

a) Xac dinh giao tuyén clia hai mat phang (MAB) va (SCD).

b) Goi N I1a giao diém cta duong thang SC va méat phang
(MAB). Chirng minh rang MN la duwdng trung binh cua tam
giac SCD.




4.14. Cho tir dién ABCD. Goi M, N 1an lwot 1a trung diém cla cac canh BC, CD va P la mét
diém thudc canh AC.

a) Xac dinh giao tuyén d ctia hai mat phang (AMN) va (BPD).
b) Chirng minh rang d song song véi BD.

4.15. (B4 vui) Khi hai canh ctra sé hinh chir nhat dwoc mé, du & vi tri ndo, thi hai mép ngoai
cua chung luén song song v&i nhau (H.4.29). Hay giai thich tai sao.

Néu hai canh ctra s6 cé dang hinh thang nhw Hinh 4.30 thi co vi tri ndo clia hai canh ctra
dé hai mép ngoai cia chiing song song v&i nhau hay khéng?

Hinh 4.29

—o Em co biét? e

Trong khdng gian, ¢6 dinh mét dwdng thang A

thang dirng va goi d 1a mét dwdng thang tuy . @
Ta hay cung tim hiéu hinh dwoc tao béi dwong
thang d khi quay duong thang nay quanh duong
théng A trong khéng gian. Néu d song song véi A
hodc d cat A thi ¢ thé dé dang hinh dung dwoc &
hinh tao ra la mat tru hoac mat nén (H.4.31). A

- - e . . -

-

Con néu d va A chéo nhau thi sao? Trong
hau hét cac trwong hop. hinh tao ra dwoc goi 13
mat hypebol (hyperboloid) nhuw trong Hinh 4.32.
Mat hypebol cé thé dwoc coi nhu mét “dang 3D”
cla dwong hypebol da dwoc day ¢ lop 10. Mot
dieu thu vi la néu mat hypebol duoc cat béi mét
mat phang di qua dudng thang A (truc hypebol)
thi vét cat nhan dwoc chinh 1a mét duwong

hvpebol (H.4.33).
yp ( ) Hinh 4.32 Hinh 4.33

Hinh anh ctia mat hypebol xuat hién rat nhieu
trong xay dwng, kien truc, nghe thuat,... va trong
thuc tién, ching ta hoan toan cé thé “dung
dwoc” mat hypebol bang cach str dung cac vat
dung don gian nhw nan tre tpéng, que tinh hay J
nhirng chiéc dba,... Em co thé tim thay mét cach
dwng nhw vay trén cac trang web tim kiém véi tir
khoa “hyperboloid”.




PUONG THANG

VA MAT PHANG SONG SONG

THUATNGU . KIEN THU'C, KINANG
» Pwong thdng song song véi : + Nhan biét dwdng thdng song song v&i mat phéng.
mét phang .+ Giaithich diéu kién dé duwéng thdng song song véi mét phang.
+ Puwdng thang cat mat phang : « Giai thich tinh chét co ban vé& dwéng thdng song song V6
i  mat phang.

+ M6 t& mét s6 hinh anh trong thuc tién co lién quan dén
dwong thang song song véi méat phang.

Khi xay twéng gach, nguoi tho thwéng bat dau
vOi viéc xay cac vién gach dan, sau dé cang day
nho doc theo canh cla cac vién gach dan do dé
lam chuén réi méi xay cac vién gach tiép theo.
Viéc str dung day cang nhw vay co tac dung gi?
Toan hoc md ta vi tri gilra day cang, cac mep
gach v&i mat dat nhu theé nao?

1. DPUONG THANG SONG SONG VOI MAT PHANG

) HP1. Quan sat hinh anh
khung thanh boéong da
va nhan xét vi tri cua xa
ngang, c6t doc, thanh
chong va thanh bén cua
khung thanh véi mat dat.

Kich thurde cuia khung
thanh dwoc quy dinh
khac nhau tuy theo
san bong. Trong san
béng da mini 5 ngudi, ¥
Xxa ngang cua khung
thanh dai 3 mét, cot
doc cao 2 met.

Cho dwéng thang d va mat phang (a). Néu d va (o) khéng coé diém chung thi ta noi d
song song voi () hay (o) song song voi dvaki hieula d/ («) hay () // d.

Ngoai ra:
« Néu dva (o) cd mét diém chung duy nhat M thi ta néi d va (o) cat nhau tai diém M va ki
hiéu d~ (a) = {M} hay d m (o) = M.

+ Néu d va (a) cé nhiéu hon mét diém chung thi ta néi d nam trong («.) hay (a) chira d va ki
hieud c (o) hay (o) o d.

eV

d /! (a) dm (o) = { M)} dc (w)




QA

Hay chi ra mét hinh anh dwéng thang song song véi mat
phang trong blrc anh bén (H.4.34).

' Vi du 1. Cho hinh tr dién ABCD (H.4.35). Trong cac mat

phang chira cac mat cia hinh t&r dién, hay cho biét:

a) Budng thang AB cat cac mat phang nao;

b) Buéng thang AB nam trong cac mat phang nao.

Giai

a) Dudng thang AB cat cac mat phang (ACD) va (BCD).

b) Puwérng thang AB nam trong cac mat phang (ABC) va
(ABD).

) Luyén tdp 1. Trong Vi du 1, dwong thang AC cat cac mat

phang nao, nam trong cac mat phang nao?

2. DIEUKIENVA TINHCHAT CUA DUONG THANG

SONG SONG V&I MAT PHANG

) ub2. Cho dwdng thang a khéng nam trong mat phang (P)

va a song song voi duong thang b nam trong (P). Goi (Q) &
mat phang chira a va b (H.4.36).

Néu a va (P) cat nhau tai diém M thi M cé thudc (Q) va M
co thudc b hay khong? Hay rit ra két luan sau khi tra 16i cac
cau hoi trén.

Néu duwong thang a khéng nam trr:mg mat phang (P)
va song song voi mot dwong thang nam trong (P) thi a
SoNg song voi (P).

-

— ———— ——— — e — -“'ll

Vi du 2. Cho ba dwong thang a, b, ¢ d6i mét song song voi

nhau va khong cing nam trong mét mét phang (H.4.37).
Chirng minh rang dwong thang a song song véi mp(b, c).

Giai
Ba dudng thang a, b, ¢ khéng clng nam trong mét mat phang
nén duwong thang a khéng nam trong mp(b, ¢). Vi dwong thang

a song song voi duong thang b va duong thang b nam trong
mp(b, ¢) nén dwéng thang a song song véi méat phang mp(b, c).

Hinh 4.34. C4u Long Bién, c4y céu
duoc menh danh fa "chung nhan
lich s’ cua nuorc (a.

A

C
Hinh 4.35

O Bai 11, ta da biét co ding
mot mat phang chira hai
ducrng thang song song.

Hinh 4.36

N1 » - - .3 .l - & w &
g Phat biéu trén con dung khoéng neu bo diéu kien “a khong nam trong mat phang (P)”?

Hinh 4.37

) Luyén tip 2. Trong Vi du 2, chirng minh rang dwéong thang ¢ song song véi mp(a, b), duéong

thang b song song v&i mp(a, ¢).



) Vidu 3. Trong khéng gian cho hai duwéong thang chéo nhau b

a va b. Chirng minh rang cé mét mat phang chira a va song /
song voi b.

Giai (H.4.38)

d
Lay diém M bat ki thudc a. Qua M ké duong thang b’ song 2
song voi b va dat (P) = mp(a, b). ”
P

Vi a va b chéo nhau nén dwéong thang b khéng nam trong
mét phang (P). Vi b song song v&i b’ nam trong mat phang
(P) nén b song song v&i (P). Vay (P) la mat phang chira a
va song song voi b.

Hinh 4.38

Cha v. Ta c6 thé chirng minh rang mat phang (P) trong Vi du 3 Ia mat phang duy nhat chira
dwong thang a va song song voi dwong thang b. Nhw vay, cho triréc hai dwong thang chéo
nhau, co duy nhat mét mat phang chira duong thang nay va song song vol duwong thang kia.

) Luyén tdp 3. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh thang (AB // CD). Hai dwéng thang SD va
AB c6 chéo nhau hay khong? Chi ra mat phang chira dwéng thang SD va song song véi AB.

') Vin dung. Trong tinh hubng mé dau, hay giai thich tai sao day nho khi cang thi song song
véi mat dat. Tac dung cla viéc dé la gi?

) wez. Cho dwong t}héng a song song voi mat phang (P) va Nhéc lai cac vi tri twong doi
(Q) 1a mét mat phang chira a. Gia str (Q) cat (P) theo giao clia hai dwong thang trong
tuyen b (H.4.36). khong gian.

a) Hai dwéng thang a va b ¢é thé chéo nhau khéng?
b) Hai dwdng thang a va b c6 thé cat nhau khéng?

' Cho dwong thdng a song song véi mat phang (P). Néu |
mat phang (Q) chita a va cat (P) theo giao tuyén b thi
b song song v6i a. |

— — —— — — =

) Vidu 4. Cho tir dién ABCD, diém E nam gitra hai diém A va C. Goi (P) la mat phang qua £
va song song va&i hai dwong thang AB, CD (H.4.39). Xac dinh cac giao tuyen cua (P) va cac
mat cua t&r dién. Hinh tao b&i cac giao tuyén 1a hinh gi?

Giai A
Mat phang (ABC) chira dudng thang AB song song voi
mat phang (P) nén mat phang (ABC) cat mat phang (P) theo

giao tuyén song song v&i AB. Vé EF // AB (F thudc BC) thi H
EF |a giao tuyén cuda (P) va (ABC).

Hai mat phang (ACD) va (BCD) cung chira dwéng thang CD
song song voi mat phang (P) nén ching cat mat phang (P) B D
theo giao tuyén song song véi CD. Vé EH, FG song song

véi CD (H thuée AD, G thude BD) thi EH, FG lan lrot la giao F
tuyén cta mat phang (P) v6i hai mat phang (ACD), (BCD). A
Khi 46 GH la giao tuyén cla (P) va (ABD).

Hinh 4.39



Mat phang (ABD) chira dwdng thang AB song song véi mat phang (P) nén giao tuyén GH
cua (ABD) va (P) song song v&i AB. Tl giac EFGH ¢c6 EF // GH (vi cung song song v&i AB)
va EH // FG (vi cung song song v&i CD) nén né la hinh binh hanh.

') Luyén tip 4. Trong Vi du 4, goi (Q) 1a mat phang qua E va song song vo&i hai dwong thang
AB, AD. Xac dinh giao tuyén cua (Q) v&i cac mat cua tr dién.

BAITAP
4.16. Trong khong gian, cho hai dwdng thang phan biét a, b va mat phang (P). Nhirng ménh
dé nao sau day la duang?
a) Néu a va (P) co diém chung thi a khéng song song voi (P).
b) Néu a va (P) c6 diém chung thi a va (P) cét nhau.
c) Néu a song song véi b va b nam trong (P) thi a song song voi (P).

d) Néu a va b song song v&i (P) thi a song song v&i b.

4.17. Cho hai tam giac ABC va ABD khéng cung nam trong mét mat phang. Goi M, N Ian lvot
la trung diém cua cac canh AC, AD.
a) Budng thang AM cé song song véi mat phang (BCD) hay khéng? Hay gidi thich tai sao.
b) Buéng thang MN cé song song véi mat phang (BCD) hay khéng? Hay gidi thich tai sao.

4.18. Cho tir dien ABCD. Goi M, N lan lwot |a trung diém cua hai canh BC, CD. Chirng minh
rang dudng thang BD song song v&i mat phang (AMN).

4.19. Cho hinh chép S.ABCD co6 day la hinh thang (AB // CD). Goi E la mot diém nam giiba
Sva A. Goi (P) la mat phang qua E va song song voi hai duong thang AB, AD. Xac dinh
giao tuyén cua (P) va cac mat bén cla hinh chép. Hinh tao béi cac giao tuyén la hinh gi?

4.20. Ban Nam quan sat thay du cira ra vao duoc mo 0 vi tri nao thi mép trén cla clra ludn
song song v&i mot mat phang co dinh. Hay cho biét d6 |a mat phang nao va gidi thich
tai sao.




HAI MAT PHANG SONG SONG

THUATNGU | KIEN THU'C, KiNANG
« Hai méat phang song song « Nhén biét hai mat phdng song song trong khéng gian.
« Pinh Ii Thalés trong i = Giai thich diéu kién dé hai méat phéng song song.
kh6ng gian i = Giai thich tinh chét co ban vé hai mat phdng song song.
* Hinh lang tru .« Giai thich dinh li Thalés trong khéng gian.
* Hinh hop - Giai thich tinh chat co’ ban caa hinh lang tru va hinh hdp.

i = M6 ta mét s6 hinh &nh trong thirc tién ¢ lién quan dén hai mat
:  phang song song trong khong gian.

Cac dau bép chuyén nghiép luén cé ki nadng dung dao diéu
luyén dé thai thirc an nhw rau, cd, thit, c4,... thanh cac miéng
déu nhau va dep mat. Cac nhat cat can tuan thi nguyén tac
gi dé dat duoc dieu do?

1. HAI MAT PHANG SONG SONG

) uo1. Cac mat bac thang trong Hinh 4.40 goi nén hinh a@nh
vé cac mat phang khéng cé diém chung. Hay tim thém mot
sé vi du khac cling goi nén hinh anh do.

- \
Hai mat phang (o) va (B) duorc goi la song song voi nhau

néu chung khéng co diém chung, ki hieu (a) / (B) hay

(B) 17 (o).
N
A &
Rupng bac thang co cac ma{
bac thang goi nén hinh anh ve
A cac mat phang song song.

Nhan xét. Néu hai mét phang («) va (B) song song v&i nhau
va dwn’ng thang d nam trﬂng (o) thi d va {|3) khung cé diém
chung, tirc 1a d song song voi (B). Nhw vay, néu mét dwong
thang nam trong mét trong hai mat phang song song thi
duwdng thang d6 song song véi mat phang con lai.

E Trong hinh dnh mé& dau, cac nhat cét c6 nadm trong cac
mat phang song song hay khéng?

r

Thép nghiéng Pisa ¢ Y ¢6
cac mat san & mbi tang
khéng song song vé&i mét dat.




2. DIEU KIEN VA TiNH CHAT CUA HAI MAT PHANG SONG SONG

) uo2. Cho mat phang (o) chira hai dwéng thang cat nhau a, b
va a, b cung song song voi mat phang (B) (H.4.41).

Néu (o) va (B) cat nhau theo giao tuyén c thi hai dwédng
th%ng a va ¢ co song song voi nhau hay khéng, hai dwong
thang b va ¢ co song song vo&i nhau hay khong?

Hay rut ra két luan sau khi tra 16 cac cau hai trén.

-"' . . R 3
Néu mat phang (o) chira hai duéng thang cat nhau va hai
duwéng thang nay song song v&i mat phang (B) thi (o) va
(B) song song voI nhau.

r

L1
E Néu khéng co diéu kién “hai dwéng thang cat nhau” thi
khang dinh trén con ding khong?

) | vi du 1. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khéng cung
nam trong mét mat phang. Chirng minh rang mat phang
(BCE) song song v&i mat phang (ADF) (H.4.42).

Giai
Vi tir giac ABCD la hinh binh hanh nén BC // AD, suy ra
BC // (ADF).

Vi tir giac ABEF |a hinh binh hanh nén BE // AF, suy ra
BE Il (ADF).

M4t phang (BCE) chira hai dwrong thang cat nhau BC va BE
cung song song voi mat phang (ADF) nén mat phang (BCE)
song song voi mat phang (ADF).

D | I.uvgn tap 1. Trong khong gian, cho béndiém A, B, C, D khéng
dong phang. Qua diém A vé hai dwdng thang m, n lan ot
song song v&i hai dwong thang BC, BD. Chirng minh rang
mp(m, n) song song v&i mat phang (BCD).

) Véin dung 1. Mét chiéc ban cé phan chan la hai khung sat
hinh chir nhat cé thé xoay quanh mét truc nhw trong
Hinh 4.43. Khi mat ban dwoc dat Ién phan chan ban thi
mat ban luén song song voi mat dat. Hay gidi thich tai sao.

) uoz. Pat moét tm bia cirng 1én mét gbe clia mat ban nam
ngang (H.4.44) sao cho mat bia song song véi mat dat. Khi
do mat bia co trung voi mat ban hay khong?

"Qua mét diém ndm ngoai mét mat phang cho truéc
cé mét va chi mét mat phang song song véi mat phang
dé cho.

ﬂ Néu hai mat phang phan biét cung song song voi mat
phang thir ba thi hai mat phang dé co6 song song véi nhau
hay khéng? Vi sao?

Hinh 4.41

Hay nhac lai cac tinh chat
ctia dwéng thang song song
v&i mat phang da dwoc hoc
o Bai 12.

Hinh 4.42

Hinh 4.43

g | ’[I]/H

Hinh 4.44




) Vi du 2. Cho hinh chép S.ABCD. Goi M, N, P, Q lan luot 1a
trung diém cla cac canh SA, SB, SC, SD (H.4.45). Chirng
minh rang hai mat phang (MNP) va (NPQ) cung song song
v&i mat phang (ABCD), tir d6 suy ra bén diém M, N, P, Q
doéng phang.

Giai

Vi M, N 1an lwot |a trung diém cla SA, SB nén MN la dudng
trung binh cta tam giac SAB. Do d6, MN // AB va suy ra
MN song song voi mat phang (ABCD). Twong tw, NP clng
song song voi mat phang (ABCD). Vay mat phang (MNP)
song song vé&i mat phang (ABCD). Lap luan twong tw ta co
mat phang (NPQ) cling song song vé&i mat phang (ABCD).

Hinh 4.45
Hai mat phang (MNP) va (NPQ) cung di qua diém N va clng

song song voi mat phang (ABCD) nén hai mat phang dé

trung nhau, tirc 1a bén diém M, N, P, Q déng phang.

) Luyén tip 2. Cho hinh chép S.ABCD. Goi M, N, P, Q lan
lwot 1a cac diém thudc cac canh SA, SB, SC, SD sao cho

MA DB _FL A Chirng minh rang bén diém M,
MS NS PSS QS 2
N, P, Q déng phang.

) B4, Cho hai mat phang song song (P) va (Q). Gia sir
mat phang (R) cat mat phang (P) theo giao tuyén a (H.4.46).

a) Giai thich vi sao mat phang (R) cat mat phang (Q).

b) Goi b la giao tuyén clia hai mat phang (R) va (Q). Hai
dwéng thang a va b cd thé chéo nhau hay khéng, co thé
cat nhau hay khong?

' Cho hai mat phang song song. Néu mét mat phang cit
mat phang nay thi cling cat mat phang kia va hai giao
 tuyen song song v&i nhau.

) vidu3. Trong Vidu 2, goi E, Flan lwotla cac diém thudc cac
canh AB, CD (H.4.47). Xac dinh giao tuyen clia mat phang
(MEF) va mat phang (MNPQ).

Giai

Trong Vi du 2, ta da chi*ng minh dwoc hai mat phang
(MNPQ) va (ABCD) song song voi nhau. Vi vay hai giao
tuyén ctia mat phang (MEF) vé&i hai mat phang (MNPQ)
va (ABCD) song song voi nhau. Trong mat 'phéng (MEF),
qua M vé dudng thang song song voi EF cat PQ tai G thi
dwong thang MG la giao tuyén clia hai mat phang (MEF) va
(MNPQ). Hinh 4.47




) Luyén tip 3. Trong Vi du 3, hay xac dinh giao tuyén clia mat phang (EMQ) va mat phang

(ABCD).

3.DINH LI THALES TRONG KHONG GIAN

) #os. Cho ba méat phang (P), (Q) va (R) déi mét song song.
Hai dwéng thang phan biét d va d' cat ba mat phang lan lwot
tai A, B, Cva A’, B’ C'(C khac C"). Goi D la giao diém cua
AC'va (Q) (H.4.48).

a) Cac cap dudng thang BD va CC', B'D va AA’ cd song
song v&i nhau khong?
b) Cac ti s6 AE‘ AD 4 A8
BC DC' B'C
Két qua sau con duoc biét @n nhw dinh |i Thalés trong
khéng gian.

c6 bang nhau khéng?

Ba mat phang d6i mét song song chan trén hai cat tuyén
phan biét bat ki nhirng doan thang twong tng ti 1&.

AB _ BC _ AC

A'B'" B'C'" A'C’

) Vidu 4. Cho hinh t{r dién SABC. Trén canh SA lay cac diém
A, A,sao cho AA =2A A Goi (P) va (Q) 1a hai mat phang
song song VOl m%t phang (ABC) va lan ‘Iu’q’t diqua A, A..
Mat phang (P) cat cac canh SB, SC lan lvot tai B, C..
Mat phang (Q) cat cac canh SB, SC lan lwot tai B, C,
(H.4.49). Chirng minh B,8,= 28 B va C,C,= 2C,C.

Giai
Ap dung dinh li Thalés cho ba mat phang déi mét song song
(P), (Q), (ABC) va hai cat tuyén SA, SB, ta co % 3505 .

y A BB
Vi AA =2AAnénB,B,=288.

Twong tw voi hai cat tuyén SA, SC suy ra C.C,=20.0.

Y Luyén tdp 4. Trong HD5, cho AB =2 cm, BC = 4 cm va
A’B’ = 3 cm. Tinh d6 dai clia doan thang B'C".

Trong Hinh 4.48 ta co

4.HINH LANG TRU VA HINH HOP

Hinh 4.48

Nhac lai dinh li Thalés trong
hinh hoc phang.

Hinh 4.49

) Hp6. Cac hinh anh dwéi day c6 dac diém chung nao véi hinh lang tru dirng tam giac ma em

da hoc o lép 77




~
Cho hai mat phang song song (o) va (a’). Trén (o) cho
da giac 16 AA,..A . Quacac dinh A.A, ..., A veécac
dudng thang ddi mét song song va cat mat phang (o) tai
ALA, ... A . HinhgdbmhaidagiacAA, A A'A'. A"
va céc tir gidc A, A'A'A, AAA'A, .., AAA'A duoc
goi la hinh lang tru va ki hiéu la AA,.. A A'A,.. A"
(H.4.50).
- CacdiémA, A, ..., A vaA A, .., A dwoc goila
cac dinh, cac doan thang A ,A’, AA', ..., A A’ duoc

Hinh 4.50
goi la cac canh bén, cac doan thang AA, AA, ..,
AA vaA' A, A A, ..., A A", duvoc goi la cac canh
day cua hinh lang tru. Hinh lang tru c6 day 1a tam

: - i ; e giac dwoc goi la hinh lang
- HaidagiacAA,. . A vaA A',.. A duwocgollahal mat try tam giac, hinh lang tru

day cua hinh lang tru. c6 day |a tir giac dwoc goi 1a
¢ i hinh lang try W giac.
. Cacti giac AA'AA, AAA'A, .. AAAA dugc Q9 N
goi la cac mat bén cua hinh lang tru.

\

Y

&3 Hay giai thich tai sao cac mét bén cdia hinh lang tru 1
hinh binh hanh, tr dé suy ra cac canh bén doi moét song
song va cd do dai bang nhau.

Cha y. Tén cua hinh Iang tru duoc goi dwa theo tén cua

da giac day. B
A
P Vidu 5. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C'. M6t mat . c
phang song song véi mat day clia hinh lang tru cat cac canh ;
bén cta hinh lang tru lan lvot tai A", B”, C"(H.4.51). Chirng L
minh rang ABC.A"B“C"la hinh lang tru. o I
Vi cac canh bén cua hinh lang tru ABC.A'B'C’' @i mét song - 'J\n\
song nén AA" BB" CC" dsi mét song song. Mat phang  A'lke” R
(ABC) song song v&i mat phang (A"B"C") nén ABC.A"B"C" ol
la hinh lang tru. Hinh 4.51 ¥

) Luyén tip 5. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C’. Goi M va M’ 1an lwot |1a trung diém clia
cac canh BC va B'C'". Chirng minh rang AMC.A'M'C' 1a hinh lang tru.

) Mo 7. Hinh énh nao trong HD6 goi nén hinh @nh vé hinh lang tru cé day la hinh binh hanh?



F 3 5
- " i I A s ogro o1 oL Hai dinh doi dién cua hinh
Hinh lang tru t& giac ABCD.A'B'C'D' ¢é hai day la hinh hop 18 hai dinh khong cing

binh hanh dwoc goi la hinh hop. thudc bAt ki mat n 30 ciia
— Caccap diém Ava C' BvaD' CvaA', Dva B duoc hinh hop. Hai mat doi dién
goi la cac dinh @i dién cta hinh hop. cua hinh hop la hai mat

khéng ¢6 diém chung.

— Cac doan thang AC’, BD', CA'va DB’ dwoc goi la cac
dwéng chéo cua hinh hép.

— Caccaptuw giac ABCDva AB'CD', ADD'A'va BCC'B',
ABB'A' va DCC'D' dwoc goi la hai mat doi dién cla
hinh hop.

% v

) Vidu 6. Cho hinh hop ABCD.AB'C'D' (H.4.52). Chirng minh
rang cac dudng chéo AC’, BD', CA’ va DB' clia hinh hép

cung di qua trung diém cutia mbi duwong.

Giai

Pay ABCD cua hinh hép la hinh binh hanh nén AD // BC va
AD = BC. Mat bén BCC'B’cua hinh hép |a hinh binh hanh nén
BC // B'C'va BC =B'C' Vay AD // B'C'va AD = B'C’, suy ra
tr giac ADC'B’ 14 hinh binh hanh. Tir d6 AC’ va DB’ ¢at nhau
tai trung diém clia mdi dwong. Twong tw AC' va BD', AC'
va CA’ cling cat nhau tai trung diém cta méi duong. Vay Hinh 4.52
bén dwong chéo cta hinh hop cung di qua trung diém cla

moi duwong.

) Luyén tip 6. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’. Chirng minh rang hai mat phang (ADD'A) va
(BCC'B’) song song voi nhau.

Nhédn xét. Ttr Vi du 6 va Luyén tap 6, ta co:

— Cac dwdng chéo cta hinh hép cung di qua trung diém ctia mbi dwdng:
— Cac mat dbi dién cla hinh hdp song song véi nhau va cé thé coi la hai day cla hinh hop.

) Vin dung 2. Bé xac dinh myc nudc trong mot chiec bé cé
dang hinh hop, bac Ha dat moét thanh gé du dai vao trong
bé sao cho mét dau cia thanh gb dwa vao mép cha nap
bé, d4u con lai nam trén day bé (H.4.53). Sau d6é bac Ha
rut thanh gb ra ngoai va tinh ti 1& gira d6 dai cGa phan
thanh g6 bi ngam trong nwéc va dé dai cla ca thanh gb.
Ti I& nay chinh bang ti I& gilra muc nwée va chiéu cao ctia bé.
Hay giai thich vi sao.

Bﬁl Tﬁp Hinh 4.53

4.21. Trong khéng gian cho ba méat phang phan biét (P), (Q), (R). Nhirng ménh d& nao sau
day la dung?

a) Néu (P) chira mét dwdng thang song song véi (Q) thi (P) song song véi (Q).



b) Néu (P) chira hai dwéng thang song song véi (Q) thi (P) song song véi (Q).
c) Néu (P) va (Q) song song voi (R) thi (P) song song véi (Q).
d) Néu (P) va (Q) cat (R) thi (P) va (Q) song song véi nhau.

4.22. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C'. Goi M, N, Plan lwot la trung diém cla cac canh
AA' BB' CC' Chirng minh rang mat phang (MNP) song song véi mat phang (ABC).

4.23. Cho hinh thang ABCD cé hai day AB va CD. Qua céac diém A, D lan lvot vé cac duwdng
thang m, n song song v&i nhau va khéng nam trong mat phang (ABCD). Chirng minh rang
mp(B, m) va mp(C, n) song song v&i nhau.

4.24. Cho hinh t dién SABC. Trén canh SA lay cac diém A, A, saocho AA =AA =AS.
Goi (P) va (Q) 1a hai mat phang song song v&i mat phang (ABC) valan lvotdiqua A, A,
Mat phang (P) cat cac canh SB, SC lan lwot tai B,, C,. Mat phang (Q) cat cac canh SB,
SC Ian lwot tai B,, C,. Chirng minh BB, = B,B,=B,Sva CC,=C,C,=C,S.

4.25. Cho hinh la&ng tru t& giac ABCD.A'B'C'D’. M6t mat phang song song v&i mat phang
(A'B'C'D)) cat cac canh bén cua hinh lang tru lan lrot tai A”, B", C" D". Héi hinh tao bdi
cacdiém A, B, C, D, A" B" C" D"la hinh gi?

4.26. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C". Goi G va G'lan lwot |a trong tdm cla hai tam
giac ABCva AB'C".
a) Chirng minh rang tir gidc AGG'A’1a hinh binh hanh.
b) Chirng minh rang AGC.A'G'C’ 1a hinh |ang tru.

4.27. Cho hinh hép ABCD.AB'C'D'. M6t mat phang song
song v&i mat bén (ABB'A’) ciia hinh hdp va cat cac canh
AD, BC, A'D’ B'C'lan luottai M, N, M’. N’ (H.4.54).

Chirng minh rang ABNM.A'B'N'M’ 1a hinh hép.

Hinh 4.54

4.28. Cau thang xwong ca la dang cau thang ¢6 hinh dang twong tw nhw nhirng dét xwong
ca, thuong cé nhirng bac cau thang voi khodng mé Ién, tao dwoc sw nhe nhang va
thoang dang cho khéng gian sdng. Trong Hinh 4.55, phan mép cta maéi bac thang nam
trén twong song song voi nhau. Hay giai thich tai sao.

Hinh 4.55



PHEP CHIEU SONG SONG

THUAT NGO | KIEN THU'C, K NANG
+ Phép chiéu song song i + Nhan biét khai niém va tinh chat co ban vé phép chiéu song song.
» Hinh chiéu .« Xac dinh anh cta mo6t diém, mot doan thang, mot tam giac, mot

dwdng tron qua phép chiéu song song.
« V& hinh biéu dién ctia m6t s6 hinh khéi don gian.
« M6 td mét s6 hinh anh trong thuc tién c6 lién quan dén phép

+ Phuong chiéu
+ Hinh biéu dién

BN 500N SRR eN-I-) PePYY )

chiéu song song.
Trong bong da, cong nghé Goal-line duoc sSatus "Té;a?ﬁ- ""%i& o36T%)
sir dung de xac dinh xem bong da hoan | i"’tt-s; ‘%’r *u*’a*.s«*

. x *ﬁ?&#ﬂ# >,
toan vuot qua vach véi hay chua, tir d6 < "'Iﬁ;:"ﬁgggg; &ta,
R

gip trong tai dwa ra quyét dinh vé mot ;h
ban thang ¢é dwoc ghi hay khéng. Yéu té AR S IR
hinh hoc nao cho ta biét qua bong da
vuot qua vach voi hay chwa?

Mot ban théng diroc ghi.

1. PHEP CHIEU SONG SONG

) Ho1. Mét khung clra s cé dang hinh trén véi cac chan song tao thanh hinh vuéng ABCD,
hai dwdng chéo clia hinh vudng cat nhau tai O. Dwéi anh mat trei, khung clra va cac chan
song d6 bong 1én san nha (H.4.56a). Quan sat hinh vé va tra |&i cac cau héi sau:

a) Cac dwong thang ndi méi diém A, B, C, D véi bong A’ B, C', D' cé ddi moét song song
hay khéng?

b) Lam thé nao dé xac dinh dwoc bong dé trén san nha cua médi diém trén khung ctlra s6?

A \
. al
L “‘u “‘
\
b)

Hinh 4.56
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Cho mét phang (a) va duong thang A cat (a). Véi méi diém M trong khong gian ta xac
dinh diem M’ nhw sau:

« Néu M thuéc A thi M'la giao diém cua (o) va A.
« Néu M khéng thudc A thi M'1a giao diém cuia (o) va dwdng thang qua M song song voi A.
Piém M' dwoc goi la hinh chiéu song song ctia diém M trén mat phang («) theo phuong A.

Phép dat twong (rng méi diém M vai hinh chiéu M’ ctia nd duoc goi la phép chiéu song song
én (o) theo phuong A.

_Mat phang (o) dwoc goi la mat phang chiéu, phwong A dwoc goi la phurong chiéu.

o

M
g Trong HD1, lam thé nao dé xac dinh dwoc béng cia toan bd song clra CD trén san nha?

Cho hinh Z6. Tap hop 76’ cac hinh chiéu M’ clia cac diém M thudc 76 qua phép chiéu
song song duwoc goi la hinh chiéu ctia 76 qua phép chiéu song song d6.

Hinh chiéu caa hinh chiy “A Béng @b cua ngudi ban hang rong
duwor anh mat troi trén dwong pho HOI An

Chu y. Néu mét duong thang cung phuong véi phwong chiéu thi hinh chiéu cla dudng
thang d6 la mét diém. Ké tir day, khi xét hinh chiéu cla dwong thang, néu khéng néi gi thém
ta chi xét hinh chiéu cla cac dwong thang khéng cung phwong véi phwong chiéu.

» Vidu 1. Cho hinh lang tru tam giac ABC.AB'C’

a) Xac dinh hinh chiéu cia diém A trén mat phang (A'B'C)
theo phwong CC',

b) Goi M la mét diém thudc doan thang AB. Xac dinh hinh
chiéu clia M trén mat phang (A'B'C’) theo phwong CC"

Giai (H.4.57)

a) Vi ABC.AB'C'la hinh lang tru nén AA'// BB'// CC" Vi A’

thuéc mat phang (A'B'C") nén A’la hinh chiéu clia A trén
mat phang (A'B'C’) theo phuong CC'

b) Trong mat phang (ABB'A) vé MM' // AA' véi M’ thudc A'B’
thi MM'// CC". Vi M'thudc méat phang (A'B'C) nén M'la hinh
chiéu ctia M trén mat phang (A'B'C’) theo phwong CC'. Hinh 4.57
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) Luyén tip 1. Cho hinh hép ABCD.EFGH (H.4.58). Xac dinh

hinh chiéu ctia diém A trén méat phang (DCGH) theo phuong  # /E T
BC va theo phuwong BG. :

) Vin dung 1. Trong hinh anh mé dau, khi mét ban thang duwoc ‘_..:.F. ............ G
ghi thi hinh chiéu cia qua béng trén mat dat theo phuong E_,n-"' H

thang ding ¢é vi tri nhw thé nao so véi vach voi?
Hinh 4.58

2. TiNH CHAT CUA PHEP CHIEU SONG SONG
J P2, Quan sat Hinh 4.56a va tra |&i cac cau hoi sau:
a) Hinh chiéu O’ clia diém O c6 nam trén doan A’C’ hay khéng?
b) Hinh chiéu cua hai song ctra AB va CD c6 song song véi nhau khong?
¢) Hinh chiéu O’ clia diém O ¢o phai la trung diém cia doan A’C'hay khéng?
Ta c6 céc tinh chat sau cta phép chiéu song song:

- Phép chiéu song song bién ba diém thang hang thanh ba diém thang hang va khong
lam thay doi thur tw ba diém do. Phep chiéu song song bien dwong thang thanh dwong
thang, tia thanh tia, doan thang thanh doan thang.

« Phép chiéu song song bién hai dwong thang song song thanh hai duwéng thang song
song hoac trung nhau.

+ Phép chiéu song song gilr nguyén ti s6 d6 dai cta hai doan thang ctng nam trén mét
duwdng thang hoac nam trén hai dwdong thang song song.

ot

4

Hinh 4.58

KY

Hinh chiéu cda hai dwéng thang cat nhau c6 phai la hai
duwong thang cat nhau hay khéng?

') Vidu 2, Cho hinh binh hanh ABCD va goi A'B'C'D' la hinh

chiéu clia ABCD trén mat phang (P) theo phwong d (H.4.60). 4 7 -
Chirng minh rang t& giac A'B’'C'D’la hinh binh hanh. - / /
Giai I 1 1%

Vi ABCD la hinh binh hanh nén AB song song voi CD, do do 7 —

hinh chiéu ciia AB la A'B’ song song v&i hinh chiéu ctia CD 3:" > O

la C'D'. Twong tw A'D'song song voi B'C'. ~ A’ D'

Twgiac AB'CD'co AB'// C'D'va A'D'// B'C'nén no |a hinh —

binh hanh. Hinh 4.60



) Luyén tdp 2. Chipng minh rang hinh chiéu song song ctia mét Hpc
hinh thang la mét hinh thang (H.4.61). D /

) Vi du 3. Cho tam giac ABC c6 M |a trung diém clia BC. Mot (A /e
phép chiéu song song bién tam giac ABC thanh tam giac D‘/ \
A'B'C’, bién M thanh M’ Chirng minh rang A'M’ 1a dudng P &
trung tuyén clia tam giac AB'C’' (H.4.62). Hinh 4.61
Giai »

Vi M la trung diém cutia BC nén B, M, C thang hang theo th(

tw déva % =1. Do vay B’, M', C'thang hang theo thir tw dé

va

YOO 1, tlrc 1a M' 1a trung diém clGia B'C'. Vay A'M' Ia

dudng trung tuyén ctia tam giac A'B'C’

) Luyén tip 3. M6t phép chiéu song song bién tam giac ABC
thanh tam giac A'B'C". Chirng minh rang phép chiéu dé bién
dwdng trung binh cua tam giac ABC thanh duwong trung binh Hinh 4.62
cua tam giac AB'C"

3.HiNH BIEU DIEN CUA MOT HINH KHONG GIAN

) HB3. Trong ba hinh duéi day, hinh ndo thé hién hinh lap phwong chinh xac hon?

r-—---—-—-
I | N
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a) b) c)
Hinh 4.63

Tl dau chwong, ta thuwong minh hoa cac hinh ti dién, hinh lap phwong, hinh lang tru,...
bang cac hinh vé trén giay. Cac hinh vé nay deu tuan theo mot nguyen tac nhat dinh va
chung dwoc goi la hinh biéu dién cGa hinh khéng gian trén mat phang.

Hinh biéu dién cua moét hinh trong khong gian la hinh chiéu song song ctia hinh dé trén
moét mat phang theo mét phuong chiéu nao dé hodc hinh déng dang véi hinh chiéu dé.

Quan sat hinh anh khung ctra sé trong Hinh 4.56a va cho biét hinh biéu dién cla hinh
tam giac, hinh vuéng, hinh tron la hinh gi?



Khi hinh phang nam trong mat phang khéng song song voi
phwong chiéu thi hinh biéu dién cua hinh phang dé cé cac
tinh chat sau:

Hinh biéu dién ctia mét tam giac (can, déu, vudng) 1a mét
tam giac;

Hinh biéu dién cla hinh vuéng, hinh chi¥ nhat, hinh thoi,
hinh binh hanh la hinh binh hanh;

Hinh biéu dién cta hinh thang ABCD véi AB // CD |a mét

hinh thang A'B'C'D'véi A'B'// C'D'thoa mén e = wlf ;
CD C'D’

Hinh biéu dién cta hinh trén Ia hinh elip.

Hinh chiéu bang, hinh chiéu dng, hinh chiéu canh
ctia mot vat thé h(mﬁn Cong nghé 8 va Cdng nghé 10)
chinh 13 hinh biéu dién cla vat thé do.

» Vi du 4. V& hinh biéu dién cha hinh lang tru ABCD.AB'C'D’
cé mat day ABCD la hinh thang, AB song song véi CD va
AB =2CD.

Giai

Hinh lang tru ABCD.A'B'C'D' co cac mat bén la hinh binh
hanh nén hinh biéu dién clia né cling cé cac mat bén |a hinh
binh hanh. Hinh thang ABCD c¢ haiday AB, CDva AB=2CD
nén hinh biéu dién cia ABCD la mét hinh thang c6 dé dai
mot day gap hai lan do dai cia day con lai. Tr do, ta vé
duoc hinh biéu dién cua hinh lang tru ABCD.A'B'C'D’ nhw
Hinh 4.64.

|

Hinh chiéu ding

Hinh 4.64

) Luyén t3p 4. Vé hinh biéu dién cta hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh.

) Vin dung 2. Phép chiéu song song cé thé duwoc sir dung dé vé dang ndi (hay dang 3D) cla
chi¥ céi nhu trong hinh dwéi day. Theo phwong phap dé hay vé dang ndi ciia mét s6 chir cai
quen thuocnhw L, N, T, ...




BAITAP
4.29. Nh(rng ménh dé nao trong cac ménh dé sau day la dung?

a) Phép chiéu song song bién doan thang thanh doan thang.

b) Phép chiéu song song bién hai dwong thang song song thanh hai dwéng thang
cat nhau.

c) Phép chiéu song song bién tam giac déu thanh tam giac can.
d) Phép chiéu song song bién hinh vuéng thanh hinh binh hanh.

4.30. Néu tam giac A'B'C’la hinh chiéu cta tam giac ABC qua mét phép chiéu song song thi
tam giac ABC c¢é phai la hinh chiéu cta tam giac A'B'C’ qua mdt phép chiéu song song
hay khéng? Giai thich vi sao.

4.31. Phép chiéu song song bién tam giac ABC thanh tam giac A'B'C’. Chirng minh rang
phép chiéu dé bién trong tdm clia tam giac ABC thanh trong tam cla tam giac AB'C".

4.32. Hinh 4.65 ¢6 thé la hinh biéu dién ciia mét hinh luc giac déu hay khéng? Vi sao?

Pl B

= D
Hinh 4.65

4.33. V& hinh biéu dién cda hinh chop S.ABCD co6 day
ABCD la hinh thang, AB song song v¢i CD va AB=2 cm,
CD =6 cm.

4.34. Trong hinh bén, AB va CD la béng cua hai thanh chan
clia mét chiéc thang dwéi anh mat troi.

Hay giai thich tai sao AB song song vé&i CD.
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e Emcé biét? e N\
Phép chiéu song song duwoc st dung chil yéu trong cac ban vé ki thuat vi phép chiéu
nay thé hién dung ti 1 kich thwdc trén vat thé. Tuy nhién, phép chiéu song song khéng
thé hién dung nhirng gi ma mat ngudi quan sat dwore, vi du nhw phép chiéu song song
khéng thé hién dung luat xa gan: déi véi cac vat thé co cung kich thude, vat thé & gan
phdi |&n hon, vat thé & xa phai nhé hon. Vi vay, trong nhiéu trwéng hop, phép chiéu
song song khéng thé hién dung dé cao, dd sau cua dbi twong trong thwc té va tao ra do
giac cho nguéi xem. Bang cach khai thac nhirng o giac nay, Maurits Cornelis Escher
va Roger Penrose da dwa ra nhirng hinh anh vé cac “vat thé bat kha thi” (impossible
objects) — cac vat thé khéng tén tai trong thuc té. “Thac nwéc Escher” va “Cau thang
Penrose” |a hai vi du vé cac vat thé nhuw vay.

Thac nuwoe Escher Céu thang Penrose

Pé khac phuc nhirng han ché clia phép chiéu song song, ngudi ta str dung phép chiéu
xuyén tam (hay phép chiéu phoi canh) ma & do luat xa gan duoc dam bao. Phép chiéu
xuyén tadm véi tam C |én mat phang chiéu (P) (khéng di qua C) cho twong rng moi
diém M trong khong gian voi diém M’ la giao diém cha CM va (P). Phép chiéu xuyén
tam bién dudng thang thanh dwdng thang.

B

Khi nhin hai duong ray xe lira ta c6 cam giac
chang “cat nhau ¢ xa vo tan”

Néu (Q) 1a mét mat phang cat mat phang (P) theo giao tuyén d thi phép chiéu xuyén
tdm bién cac dwdng thang song song nam trong méat phang (Q) va khéng song song
véi d thanh cac dwong thang déng quy. Khi d6, diém déng quy nam trén giao tuyén v
cla (P) va méat phang qua C song song véi (Q). Giao tuyén nay con dwoc goi la “duwdng
thang vé tan” hay “duwéng chan tréi” trong héi hoa. Tinh chét nay clia phép chiéu xuyén
tam gidi thich tai sao khi vé phéi canh, cac dwdng thang song song trong thuc té va
huéng vé phia ngudi vé lai cé xu hwéng cat nhau tai mot diém & “xa vé tan”.
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BAI TAP CUOI CHUONG IV <<

A - TRAC NGHIEM

4.35. Cho duéng thang a song song véi mat phang (P). Mat phang (Q) chira dudng thang
a va cat mat phang (P) theo giao tuyén la dwéng thang b. Vi tri twong déi cha hai duwdng
thang a va b la

A. chéo nhau.
8. cat nhau.

C. song song.
D, trung nhau.

4.36. Cho hinh chop S.ABCD cb6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi M 1a trung diém cua
canh SD. Buwong thang SB song song v&i mat phang

A. (CDM). B. (ACM). C. (ADM). D. (ACD).
4.37. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’". Mat phang (AB'D’) song song v&i mat phang
A. (ABCD).
B. (BCC'B).
C. (BDA).
D. (BDC).
4.38. Cho ba mat phang (P), (Q), (R) déi mét song song voi nhau. Budng thang a cat cac

mét phang (P), (Q), (R) Ian luot tai A, B, C sao cho % zg va duong thang b cét cac mat

phang (P), (Q), (R) lan lwottai A’ B’ C" Ti s % bang

2 3 2
A- g B C-r —_ Dn —
3 2 5

1
5
4.39. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N lan luot 13

trung diém ctia cac canh SB, SD; K 1a giao diém ctia mat phang (AMN) va dwdng thang SC.
Tah 28 bang
SC
1 1 1

2
A. —. B. —. i D. —.
2 3 - 3

4.40. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D". Goi M, M'1an lwot 1a trung diém clia cac canh BC, B'C'.
Hinh chiéu clia AB'DM qua phép chiéu song song trén (A'B'C'D") theo phwong chiéu
AA'la
A. ABA'M' B. ACD'M". C. ADMM". D. AB'D'M"




B-TU LUAN
4.41. Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD 14 hinh thang, AB // CD va AB < CD. Xac dinh
giao tuyén clia cac cap mat phang sau:
a) (SAD) va (SBC);
b) (SAB) va (SCD):
¢) (SAC) va (SBD).

4.42. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C". Goi M, N, P lan lwot 1a trung diém clia cac canh
AB. BC. AA'

a) Xac dinh giao diém clia méat phang (MNP) véi dudng thang B'C.

b) Goi K la giao diém cla mat phang (MNP) v&i dwdng thang B'C. Tinh ti s6 ii \

4.43. Cho hinh chop S.ABCD co day ABCD la hinh binh hanh. Trén canh SC va canh AB lan
lwrot 1ay cac diém M va N sao cho CM = 2SM va BN = 2AN.

a) Xac dinh giao diém K clia mat phang (ABM) véi dwéng thang SD. Tinh ti s6 g—g.

b) Chirng minh rang MN // (SAD).
4.44. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi G, K 1an lwot 1a trong tam
cua cac tam giac SAD, SCD.
a) Chirng minh rang GK // (ABCD).
b) Mat phang chira dwong thang GK va song song v&i mat phang (ABCD) cat cac

canh SA, 8B, SC, SD lan lwot tai M, N, E, F. Chitng minh rang t gidc MNEF |a hinh
binh hanh.

4.45. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'. Goi M, N lan lwot la trung diém cla cac canh AD, AB'
Chirng minh rang:
a)BD/ B'D'(A'BD)// (CB'D")va MN // (BDD'B");
b) Bwdng thang AC' di qua trong tam G cla tam giac A'BD.

4.46. Cho tir dién ABCD. Trén canh AB lay diém M sao cho BM = 3AM. Mat phang (P) di qua
M song song voi hai dwong thang AD va BC.
a) Xac dinh giao diém K ctia mat phang (P) voi dwdng thang CD.

KC
b) Tinh ti s6 —.
)Tinhtis D
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CHUONG V

GIGI HAN.
HAM SO LIEN TUC

Chuong nay trinh bay khai niém gidi han cua day s0, cua
ham s6 va mét s dinh i, quy tac tim gioi han. Chung la cor
s& cho viéc nghién ciru cac ndi dung khac cua Giai tich va
cho phép gidi quyét nhiéu bai toan cla khoa hoc va thuc
tién. Khai niém ham sé lién tuc va mét vai tinh chat don
gian cla chung duwoc trinh bay & phan cudi chuong.

@Jﬁ
THUATNGU . KIEN THU'C, KI NANG
« Gi&i han cla day sb : *+ Nhan biét khai niém gid¢i han ctia day sé.
« Céc phép toan gi¢i han | « Giaithich mét s6 gioi han co ban.

» Cép s6 nhén Iui v6 han | « Van dung cac phép toan giéi han dé tim giéi han clia mot s6 day

» Téng clia cip sé nhan ;| SO don gian.
i v& han .« Tinh tong ctia mdt cap s0 nhan Iui v6 han va van dung dwoc ket
. qua do dé giai quyét mét sd tinh hudng thwe tién gia dinh hoéc
lién quan dén thwc tién.

Nghich li Zeno. Achilles (A-sin, mdt nhan véat trong than thoai Hy Lap, dwoc mé ta la co
thé chay nhanh nhu gié) dudi theo mét con rua trén mét duéng thang. Vi tri xuat phat cia
Achilles 1a A,, cach vi tri xuat phat R, cua rua mot quang duong co chidu dai 1a a (H.5.1).
Zeno i luan réng mac du chay nhanh hon nhuwng Achilles khéng bao gi® dudi kip rua.

A, A, A, A A, A
& O O *—0©
R, R, R K8 ..
Hinh 5.1

That vay, trwdc tien Achilles phai dén dworc vi tri A.= R, va trong khoang thoi glan nay, rua da
di chuyén dén vi tri R,. Sau do, Achilles phai dén c'.fwcrc vitri A,= R,, luc nay rua da di chuyén

dén vi tri R.,... Cu nhu vay, Achilles khéng bao gid dudi kip rua

Zeno (490 - 429 trudc Céng nguyén) la mét trieét gia Hy Lap, dén tlr thanh phd Elea (mién
nam nwéce Y ngay nay). Trong sé cac nghich li ctia Zeno, nghich li Achilles duéi ria duwoc coi
la da thuc day sw hinh thanh khai niém gi¢i han, mét cong cu thiét yéu clia toan hoc, dwoc
str dung dé nghién clru cac qua trinh lién quan dén su vé han.



1.GIGIHAN HU'U HAN CUA DAY S0
) 101 Nhan biét day s6 ¢6 gi®i han 12 0
(=1)°

n
a) Biéu dién nam sé hang dau clia day sbé nay trén truc sé.

b) Bat dau tir sO hang nao cla day, khoang cach tir v, dén 0 nhé hon 0,017

Cho day s6 (u, ) voi u, =

P

.
Ta néi day so6 (u, ) co giéi han la O khi n dan téi dwong vé cwc, néu |u,| cé thé nhé hon

mét s6 dwong bé tuy v, ké tir mét sé hang ndo dé tré di, ki hiéu lim u, =0 hay u, -0

) N—+x0
khi n — 4.
\ J

) Vidu1. Xét day so (u, ) voi u, = iz Giai thich vi sao day s0 nay co gi¢i han la 0.
n
Giai

Day s6 ndy c6 gi¢i han 1& 0, béi vi |u, | = iz cé thé nhé hon mét s6 dwong bé tuy y khi n da 1én.
n

Chang han, dé |uﬁ] < 0,0001 tuc la 1 < 1 . ta can n® >10 000 hay n>100. Nhu vay,

n° 10 000
cac sb hang clia day ké tir s6 hang thir 101 déu cé gia tri tuyét d6i nhé hon 0,0001.

Cha v. Tl dinh nghia day s6 cé giéi han 0, ta ¢ cac két qua sau:

1

- lim — =0 véi kIa mét s6 nguyén duong;
N—4xn n

+ lim q@" =0 néu |g| < 1;
nN—»40

- Néu |u,|<v, véimoin=1va lim v, =0thi lim u,=0.

F1— 42 fi— 40

D tuyén tip 1. Chirng minh rang lim (

11— +or 3”

) 192, Nhan biét day s6 ¢ gi®i han hiru han

. n+(-1)" .
Cho déay so (u, ) v&i u, = {n } . Xét day sb (v,,) xac dinh béi v, =u, —1.
Tinh lim v,,.
nN—+o0

~—

Tanéi day so (u, ) c6 giéi hanla sé thuc a khi ndan téi dwong vé cucnéu lim (u, —a)

=40

-

0,

ki hieu lim u, =a hay u, — a khi n - +w.

N =%
. 7




) Vidu 2. Xét day sb (u,) voiu, = 2221 Chung minh ring fim u, =2. a2 2 KITVASHIKD
n N—400 | - B
im (u,—a)=0.
Glal =+
2n+1)-2n
VTR Lo D it NS P
n n n
Dovay Im u, =2.
n—r+x

Cha y. Néu u, =c (clahang so) thi lim u, =c.

=>4

g ok Chirng minh rang lim u, = 3.

2 1=+

) Vin dung 1. M6t qua bong cao su duoc tha tir 36 cao 5 m xudng moét mat san. Sau méi lan

) Luyén tdp 2. Cho day s6 (u, ) v&i u, =

. * r E ~ ~ o 2 -~ " - . * o ¥ - -
cham san, qua bong nay len do cao bang 3 do cao trwoc do. Gia sw rang qua bong ludn

chuyén déng vudng géc véi mat san va qua trinh nay tiép dién vé han lan. Gia sir u_ 1a
do cao (tinh bang mét) ctia qua bong sau lan nay 1én thr n. Chirng minh rang day s6 (u ) c6
gi¢i han la 0.

2. DINH Li VE GIG'I HAN HU'U HAN CUA DAY S0
) #832. Hinh thanh quy tic tinh gi&i han

RN . - P 1 2
Cho hai déy s6 (u, ) va (v, ) véiu, =2+—,v,=3-=.
| n n
Tinhvasosanh: Iim (u, +v,)va lim u, + lim v,.
N—+ ' N—4x 11—+

Téng quat, ta co cac quy tac tinh gidi han sau Gay:

- : e e s

a) Neu lim u, =ava lim v, =b thi
e T o g e It
nETm(u” +Vv,)=a+b; nllnlt_(un -v,)=a-b;
i : ; u, a £ _
lim (u,-v,)=a-b; lim £ =— (neu b=0).
M=+ n—»+0 b
b) Néu u, >0 v&imoinva lim u, =a thi
M=+
a=0 va lim .,fu =4/a.
L Dosaer ¥ J_
B ey Peé tinh gidi han cha ddy so6 dang phan thirc,
P Vidu3. Tim lim =——"_ ta chia ca tir thirc va mau thirc cho lug thira
n—+e 2n° —1 cao nhat caa n, roi &p dung cac quy tac tinh
Giai giéi han.
Ap dung cac quy tac tinh giéi han, ta dwoc
; IR ™™ 1+1+12)
" n“-+n+1 ) n nz nN—+0 n n 1
lim 5 = lim AN Ty g
n—+x 2n° —1 n—+ 2__2 I[ITI (2‘_.2J
n n—+x n




[5 12
)P luyéntip 3. Tim lim il +1.

nosx  N+1

3. TONG CUA CAP SO NHAN LUI VO HAN

) woa. Lam quen véi viéc tinh téng vé han

Cho hinh vuéng canh 1 (don vi dd dai). Chia hinh vuéng dé

thanh bén hinh vuéng nhé bang nhau, sau d6 t&6 mau hinh
vuong nho goc dwoi bén trai (H.5.2). Lap lai cac thao tac nay
voi hinh vudéng nho goc trén bén phai. Gia str qua trinh trén

tiép dién vo han lan. Goi uy, Us,..., U,,... lan lwot 1a dé dai
canh cua cac hinh vuéng duwoc tdé mau.

a) Tinhtong S, = + Uy +...+ U,,.

b) Tim S= lim §,,. Hinh 5.2

N—+
Cép s6 nhan v6 han (u, ) co cong bdi g vai |g] < 1 duoc goi la cap s6 nhan IUi vo han.
Cho cap s6 nhan Ui vo han (u,, ) voi cong bdi q. Khi do
U (1 0 )
1-q

S, =th+tUs +...+U, =

Vi |g] <1 nén q@" — 0 khi n — +e. Do d0, ta co

;
lim S, = lim | —— | =1 ]q” =¥ Y
=40 n—+x| 1-@q 1-g 1-qg

Gioi han nay dwoc goi la téng clia cap sé nhan |Ui vé han (u, ), va ki hiéu Ia

S=+Us .U, +...

Nhw vay
u
§=—L =11
=g (9<)
. * 1 1 1 i
PVidus. Tinhtbng S=1-—+———+...+| —— | +...
2 4 8 2
Giai
Pay la téng cuia cép sé nhan IUi vé han véi u, =1 uéq=-%,
Do doé
o E—
3

R



) Vidu 5. Biéu dién sé thap phan vé han tuan hoan 2,222... dwéi dang phan sé.
Giai

Tac62222..=2402+0,02+40,0024..=2+2 - 42.1_42. 1,
10 10° 10°
Pay |a tong cha cap sb nhan IUi vé han voi u.,=2,q=% nén
uy 2 20
2,222..._1_q_1_ e
10

| " ; 2 2 2
) Luyén tdp 4. Tinh téng S=2+?+?—5__,+...+?ﬂ_1 +...

') Vin dung 2. (Giai thich nghich li Zeno)

Pé don gian, ta gid st Achilles chay vé&i van tée 100 km/h, van téc cia rua 1a 1 km/h va
khoang cach ban dau a = 100 km.

a) Tinh théi gian ¢, b,,..., L,,... trong ng de Achilles di tir A, den A,, tr A, dén A,,.... tr A,
dén A

TS LR
b) Tinh téng thoi gian cén thiét dé Achilles chay hét cac quang duong A A, AA,, ..., A A
.., tire 14 théi gian can thiét dé Achilles dudi kip rua.

i o

¢) Sailam trong lap luén cta Zeno la & dau?

4.GIOIHANVO CUC CUADAY SO
) o5, Nhan biét gidi han vo cue
Mot loai vi khuan dwoc nudi cay véi sé Iwong ban dau la 50. Sau méi chu ki 4 gidy, sé lwong
ctia chung sé tang gap doi.
a) Dy doan cong thirc tinh 6 vi khuan u_ sau chu ki thir n.

b) Sau bao lau, sé lvong vi khuan sé vurot con sé 10 0007

|"' )

» Day sb (u, ) dwoc goi la c6 gidi han +oo khi n —+o0 néu u, c6 thé I6n hon mét sé duong

bat ki, ké tir mot s6 hang nao d6 tré di, ki hiéu lim u, =+» hay u_ —>+w khin — +o.

» Day s6 (u,) duoc goi la cé giéi han —w khi n—+w néu lim (-u,) =+, ki hiéu
(=
lim u, = - hay u, -»—x0 khi n — +=,

i e i

e v

Theo dinh nghia trén, ta coé:
+ lim n" = +ec, v6i k & s6 nguyén duong;

» lim q@" =+, VOI g > 1.

M=t

108



Lién quan dén gidi han vé cye cla day s, ta cé6 mét sé quy tac sau day:

,
. ] . ] i = . u
+ Néu lim u, =ava lim v, = +w (hodc lim v, = -) thi lim =~ =0.

M—¢+a0 1= [ =420 vﬂ

« Néu limu,=a>0, limv,=0vav, >0 véimointhi lim —= =+,

n—4a =401 fi=§+m ""’n

« Néu limu, =+x va limv, =a>0thi lim uyv, =+

B B2 1=t i 1= 40

\

) Vidu 6. Tinh lim (n® - 2n).

n—stu
Giai
;o > 2 o v e e B
Tacon -2n=n"|1—-—|.Honnwa lim n“=+cva lim|1-—|=1.
n n— 4+ n—+x n
Do dd, lim (n* —2n) = +x.

n— o

) tuyéntdps. Tinh lim (n—+/n).

BAITAP

5.1. Tim cac gioi han sau:

n+n+1

a) lim Z 0" b) lim (¥n?+2n-n).
f1=to0 2” ‘|‘1 f—+x

5.2. Cho hai day s6 khéng am (u, ) va (v,) véi lim u, =2 va lim v, =3.

N =s4or [ B

Tim cac gi¢i han sau:
2
uﬂ

a) lim ' :
)n_}w v, —u, = b)nETw \/un + 2V, .

5.3. Tim gi®i han cla cac day sb cho boi:

a}u,,=n +1; b) v, =v2n* +1-n.
2n -1
5.4. Viét cac so thap phan vd han tuan hoan sau day dwéi dang phan so:
a)1,(12)=1,121212.+.; D) 3,(102)=3,102102102.“

5.5. M6t bénh nhan hang ngay phai uong mét vién thuéc 150 mg. Sau ngay dau, truéc moi
Iér} uong, hém lwong thu@:c cu trong co thé van con 5%. Tinh I_Ln;fng thuéc cjﬁ trong co
thé sau khi udng vién thudc cta ngay thir 5. U'éc tinh lwong thudc trong co thé néu bénh

nhan sir dung thudc trong mét théi gian dai.

5.6. Cho tam giac ABC vudng tai A, ¢6 AB = h va
goc B bang o (H.5.3). Tir A ké AA, L BC, tr A, ke
AA, L AC, sau do lai ké AA, | BC. Tiép tuc qua
trinh trén, ta dwoc dwong gap khiic vé han AA AA....

h

Tinh d6 dai duwéng gap khuc nay theo h va a. A A, A, A,
Hinh 5.3
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e Emco biét?

Day sé Fibonacci va ti Ié vang

Ta da biét day Fibonacci cho bdi hé thirc
truy hoi: T 2

Uy =u, =, | 1|1

U, =U, ;+U, ," véin>2.

Chia ca hai vé cia * cho u, , va dat

u = o :
v, = —2, ta c6 céng thirc
Up_1

Day (v, ) cé gi6¢i han la mét s6 duwong r thoa mén phwong trinh r=1+ :I- hay tuong
r

1+»J§

dwong r” — r —1=0. Gidi phwong trinh nay ta duwoc r = 5

Pay chinh la 7 /é vang (golden ratio) dwoc st dung trong kién tric, hdi hoa, tén gido, ...
Day Fibonacci va ti 1& vang cling xuat hién nhiéu trong thé gioi tu nhién.

Day sé logistic
Trong sinh thai hoc, ngudi ta sir dung day (p,) cho b&i céng thirc truy hoi
.. =kp,(1-p,) d& mdé phdéng hé sinh thai cliia mét loai (déng vat hodc thuc vat),
trong d6 p, 1a ti 1& giira so lwong ca thé theo thoi gian va sirc chira cia mdi tredng,
k 1a hé s6 phu thudc dac diém cua loai va dieu kién méi triedng. Day s6 nay duoc goi
la day logistic, do nha sinh hoc Robert May dwa ra nam 1976. Tuy thubc hé sb k va
gia tri ban dau p,, ta c6 thé dw doan sy thay doi clia hé trong twong lai. Dac biét, trong
treng hop day (p,, ) ¢6 gioi han Ia moét s6 dwong, ta néi hé sinh thai cla loai 1a on dinh.
(Theo Stewart, Calculus, Nha xuét ban Cengage Leamning)



GIGI HAN CUA HAM SO

THUATNGU' . KIEN THU'C, KINANG
» Gi¢i han ciahams6 | « Nhan biét khai niém giéi han hiru han cia ham so tai mét diém
+ Giéi han mét phia . vataivo cuc.

Nhan biét khai niém gi¢i han mét phia.

Nhan biét khai niém gi&i han v cuwe.

Tinh mdt sO dang gidi han cia ham so.

Giai quyét mot s6 van dé thue tién gan véi gidi han ctia ham sé.

» Gi&i han tai vo cuc
» Gi®i han vb cuc

Trong Thuyét twong dbi clia Einstein, khoi lwong clia vat
chuyén déng véi van téc v cho bdi cong thirc

trong d6 m 1a khéi lwong cla vat khi né dirng yén, c 1a van i
tbc anh sang. Chuyén gi xay ra véi khéi lvong cla vat khi et L
van tbc cla vat gan voi van tbc anh sang?

1. G161 HAN HOrU HAN CUA HAM SO TAI MOT DIEM

) #o1. Nhan biét khai niém gi&i han tai mét diém

4 — x*

-
a) Tim tap xac dinh cua ham so f( x).

Cho ham s6 f(x) =

b) Cho day sb x, =2 + % Rut gon f(x,,) va tinh giéi han cta day (u, ) véiu, =f(x,).

c) V&i ddy so (x,, ) bat ki sao cho x, = 2 va x, — 2, tinh f(x,) vatim lim f(x,).

n=»4+x

r i
Gia str (a; b) la mét khodng chira diém x, va ham so y =f(x) xac dinh trén khodng (a; b),
co thé trir diém x,. Ta noi ham s6 f(x) c6 gidi han la sb L khi x dan t&i x, néu voi day
s (x, ) bat ki, x, €(a; b),x, # X va X, — Xo, taco f(x,)—> L, ki hiéu lim f(x)=L hay

X—Xp

| f(x)— L khi x — x,.

_—

iz Chirng td rang lim f(x) =

1
B Vidul. Cho ham sb f(x) = e




Giai
X, —1 1

L&y day so (x,,) bat ki sao cho x,, #1va x, »1. Tacd f(x,)=—2— = .
;-1 X, +1

Do @ lim f(x,)= lim =1.V$y limf(x)==

f—»+m n—do0 X, +1 2 x—1

Twong tw déi voi day sé, ta cé cac quy tac tinh gi¢i han ciia ham sé tai mét diém nhuw sau:

f )

a) Néu lim f(x)=Lva lim g(x)=M thi + lim ¢ =c v6i cla hang so.
X— X X—rXq | 1] ) ) |
lim [f(x)+g(x)|=L+M: + Jim X" =X véineN.
X X - .
x]IEﬂ f(x)-g(x)|=L-M,
lim _f(x)-g(x]]:L-M;
S
lim FLX) =-£ néu M = 0.
oxg(x) M
b) Néu f(x)=0 véi moi xe(a; b)\{x,} va lim f(x)=L
X—+A0
thi L>0 va lim Jf(x)=+L.
{ X— X J

D Vidu2. Cho f(x)=x-1va g(x)=x>. Tinh cac gi¢i han sau:

) lim| 3 (x) - g (x) b) lim []:2)}

Giai

Ta cd lim f(x)=lim(x - 1):I|mx—hm1 1-1=0. M&t khac, ta thay limg(x)=lim x> =1.

x A %1 x X x—1 X¥—1

a) Taco

lim | 37 (x) - g(x ]:[im[af(x}]—ﬂnlg( )=lim3-limf(x)-limg(x)=3-0-1=-1.

x—1 X x 1 x A x 1
b) Ta c6
£ x)] lim | 7(x ]2 limf(x)-limf(x)
lim = — A=+ : X=»1 =izl
x->1 g(x) I|m1g(x) Ilrr%g(x) 1
X— ' X—>

P Vidu3. Tinh lim ko Bk 4

x -»0 X
Giai

Do mau thire cé gidi han la 0 khi x — 0 nén ta khéng thé ap dung ngay quy tac tinh gi¢i han
clia thuong hai ham sé.

2
— _a (Vx+9) -3
Chu y rang YX+© 3:( ) = 2 o]

X x(M+3) X(M+3) JX+9+3




Do @6 lim¥*+t9-3 _|jm__1 _ 1 1
x>0 X x=204/x+9 +3 Iimﬂ[\l'x+9+3:| 6

% Luyén tip 1. Tinh lim .
Xy =1

) w02, Nhan biét khai niém giéi han mét bén

Cho ham s6 f(x):lx_1|.
x-1
a) Cho x, =1- va x, = 1+ Tinh Yo =Ff(x,)vay, =f(x,)

n+1 n
b) Tim gid¢i han cla cac day sé (y,, ) va (¥, ).

c) Cho céac day so (x,,) va (xy, ) bat ki sao cho x,, <1< x}, va x, — 1, x;, -1, tinh lim f(x,)
va lim f(x',). o

M=+

8 3

+ Chohamso y=f (x) xac dinh trén khoang (xﬂ; b). Ta noi s0 L 1a gi¢i han bén phai
cua fix) khi x — x, néu véi day so (x,,) bat ki thod man x, < x, <b va x, — X, ta co
f(x,)—>L, kihiéu lim f(x)=L.

X—» x,‘:',.‘

» Cho ham sb y =f(x) xac dinh trén khoang (a;x, ). Ta noi s6 L |a gi¢i han bén trai
cta f(x) khi x — x, néu voi day s6 (x, ) bat ki thod mén a < x,, < X, va X, — X,, ta co

f(x,)—L, kihiéu lim f(x)=L.

X—Xn
L fi —

.
) Vidua. Choham sé f(x)=4* "°
X+1néu1<x<?2.

néu0<x <1

Tinh lim f(x) va lim f(x).
o x-T x—-T

Giai

Véi day s6 (x, ) batki saocho 0 <x, <1vax, —»>1tacéf(x,)=x:.

Do @ lim f(x)= lim f(x,)=1.
YT M—s+a

lim f(x) =L khi va chi khi

Twong tw, véi day s6 (x,,) batkima1<x, <2, x, —»1, XX
: o 1 . lim f(x)= lim f(x)=L.
tacof(x,)=x,+1,chonén lim f(x)= lim f(x,)=2. I'_,n;la (%) an:a (%)
x—1" Y [ 2

-X néu x<0

Jx néu x>0.

Tinh lim f(x), lim f(x)va limf(x).
inh lim £(x), lim f(x)va limf(x)

) Luyén tip 2. Cho ham s6 f(x)= {

"3



2. GIG'I HAN HO'U HAN CUAHAM SO TAI VO cue

) #o2. Nhan biét khai niém gi®i han tai vé cwe

Cho ham s6 f(x) =1+

Gia

c6 d6 thi nhw Hinh 5.4.

x-1

YA :

41

I

|

I

|

[ |

24 |

I

|

|

I
- ; - :
- ) -4 | 2 4 B 8 X

|

I

i

I

Hinh 5.4

st (x,,) 1a ddy sb sao cho x, > 1, x, — 4. Tinh f(x, ) vatim lim f(x,).

—+x

If'

~

Cho ham s6 y =f(x) xac dinh trén khoang (a; + ). Ta néi ham s6 f(x) cé giéi han

la s6 L khi x -+« néu voi day s6 (x,) batki, x, >a va x, —» +x, taco f(x,)>L,
ki hiéu fim f(x)=L hay f(x)—> L khi X — +.

X »4m

Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén khoang (—; b). Ta néi ham s6 (x) c6 giéi han la

s0 L khi x — —o néu voi day so (X, ) batki, x, <b va x, - —x, tacd f(x,) - L, ki hiéu
lim f(x)=L hay f(x)— L khi x — .

X—y—

3 Vidus. Cho f(x)=2 + ——. Sir dung dinh nghia, tim fim (x) va lim £(x).

Giai

Lay day (x,,) batki sao cho x,, >1va x, —» +w,tacof(x,)=2+

Vay

x -1 X »+x X—p—a0

.Dodé lim f(x,)=2.

xﬂ - n-»+xn

lim f(x)=2. Twongtw, tacingcd lim f(x)=2.

X3+ X —p—an

~
L ]

, z
Cac quy tac tinh giéi han hiru han tai mét diém ciing dung cho gidi han hiru han tai

vO cuc.
Vi c la hang s6, ta cé: lim c=c, lim c=c.

X—r+® X——x

V&i k 1a moét s6 nguyén duwong, ta cé: lim 2 0, lim & 0.

X =% xk X == xk

14



2
) Vidu6. Tinh lim 2= t1
X —»—ol X
Giai
2

2
Tacd im Yo jim [- A +1J=- livnic . i L

X—»—m X X——x xz X—=—x X

1 1
== Ilm|[1+—|=-]1+ lim — =-1.
JI—!—:&[ ’ xz ] J i X—»—at; xz

vxZ2 +2

D tuyéntdp 3. Tinh lim

xrim X+1 le
') Vén dung. Cho tam giac vuéng OABVv6i A=(a; 0)vaB =(0; 1) '
nhu Hinh 5.5. Budng cao OH ¢6 do dai la h. &

a) Tinh h theo a.

b) Khi diém A dich chuyén vé O, diém H thay déi thé nao?
Tai sa0?

h

O a A x
¢) Khi A dich chuyén ra vo cuwre theo chiéu duong cua truc Ox, Hinh 5.5

diém H thay doi thé nao? Tai sao?
Ay

3. GIG'I HAN VO cu'c CUA HAM SO TAIMOT BIEM

a) Gigi han vé cuc
) #o4. Nhan biét khai niém giéi han vé cuc
1,

Xét ham s6 f(x)=— c6 do thi nhu Hinh 5.6.
X Q

1 r * e »
Cho x, =—, chitng t6 rang f (x,, ) — +x. Hinh 5.6
n

S =

{ 3
Gia str khoang (a; b) chi*a x, va ham so y =f(x) xac dinh trén (a; b)\ { X, |. Ta néi ham
s f(x) co giéi han += khi x — X5 néu véi day so6 (x, ) batki, x, (& b)\ {xo}. X, = Xo.

ta co f(x,) — +, ki hiéu Jl_}rnxﬂf(x)erm.

Tan6i ham s6 f(x) ¢6 gi¢i han —o khi x — Xo, ki hiéu lim f(x)=—c, néu lim [f(x)]=+=.
X—Xq X— X :

9 Vidu 7. Tinh lim |
x—1 Ix — 1|

Giai

Xét ham so6 f(x) 1

T x—1

= ! — +00. Vay lim
|In —1| I—ﬂlX —1|

. Lay day s6 (x, ) bat ki sao cho x,, #1, x, - 1. Khi dé, |x, -1 - 0.

= 400

Do d6 f(x, )



) Hos. Cho ham so f(ﬂ:ﬁ. Véi cac day so (x, ) va (x',) cho béi x, =1+%, 4t =1—%,
tinh lim f(x,)va lim f(x’,).

N—»+x N=p4x

+ Choham sé y = f(x) xac dinh trén khoang (x.; b). Tandi ham s6 f ( x) c6 giéi han +o khi
X — X, vé bén phai néu véi day so (x,) bat ki thod man x, < x, < b, x, — x,, ta co

f(x,) — +x, ki hiéu lim f(x)=+o.
X=Xy

+ Cho ham sbé y = f(x) xac dinh trén khoang (a; x.). Ta n6i ham sé f(x) co gidi han +o
khi x — x, vé bén trai néu voi day sbé (X, ) bat ki thod man a < x_ < x,, x, — x,, ta co
f(x,)—>+x, ki hiéu lim f(x)=+o.

X—Xqg
« Cac gi¢i han mét bén lim f(x)=—w va lim f(x)=—% duoc dinh nghia twong ty.
L X=X X—»Xp

) Vi du 8. Giai bai toan & tinh huéng mé dau.
Giai
Tl cong thire khéi lrong

ta thay m la mét ham s6 cla v, véi tap xac dinh 1a nira khodng [0;c). RS rang khi v tién

2
gan t6i van téc anh séang, tircla v > ¢, tacod |1~ V—z —0. Do dé lim m(v) =+oc, nghia |2
c

V—C

khéi lwong m cda vat tré nén vé cung Ién khi van téc cia vat gan véi van toc anh sang.

» Luyén tap 4. Tinh cac gi¢i han sau:

a) lim 2. b) lim 1
=0 x| x=2 \J2-x
Chu y. Cac gioi han lim f(x)=+w, lim f(x)=+w, lim f(x)=-» va lim f(x)=-» duoc
X¥——an X—— ¥t ¥ ——un

dinh nghia twong tw nhw gidi han cta ham sé f(x) tai vo cyc. Chang han: Ta ndi ham sé
y =f(x), xac dinh trén khodng (a; +x), cb gidi han 1a —«c khi x — +o0 néu voi day so( x,, ) bat ki,
X >avax —» -+, tacof(x,)—> -, kihiéu xirlf(x) =—» hay f(x) - -« khi x - +x.

Mét sé gidi han dac biét:

* lim x" =+ VOI k nguyén duong;

X=»+

« lim x* =400 v6i k 1a s6 nguyén dwong chan;

x-—i =i

+ lim x* =—w0 v&i k la sé nguyén duong lé.

X~
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b) Mot sé quy tac tinh gidi han vé cuc

Chu y cac quy tac tinh giéi han hiru han khéng con ding cho giéi han vé cuc.

Ta cd mét s6 quy tac tinh giéi han cua tich va thwong hai ham soé khi mét trong hai ham s6
doé co gi¢i han vé cuc.

+ Quy tac tim gi6i han cua tich f(x)g(x).

Gia st lim f(x)=L#0va lim g(x)=+x (ho&c ). Khi dé lim f(x)g(x) duwoc tinh theo

X=»Xp X—»Xn X=X

quy tac cho trong bang sau:

lim f li lim f
Jm #{x) Jen g(%) JIm Hx)gix)
150 +a0 +oo
L<0 22 —
-0 00
& g e = f(X]
» Quy tac tim gioi han cua thurong :
g(x)

- - f(x)
x"_'::u f()f] .rll—}n;'lﬂg(X) Déu cﬁa Q(X) KIEEU g(;{)
L +00 | Tuyy K 0
L>0 0 - o~
L <0 0 - -

Cac quy tac trén van dung cho cac treong hop x — x5, X —> X5 , X —> 450 VA X — —x.

: . . X+1
)» Vidu9. Tinh ll_Tu 7
Giai
Ta st dung quy tac tim gi¢i han cua thwong. RO rang, gi¢i han cua tir s "”}, (x+1)=1.
X—»
Ngoai ra, mau sé nhan gia tri dwong v&i moi x = 0 va lim x* =0. Do vay lim 8 ;1 = +a0,
x—0 x=0 x
. , . 1 _ 1
» Vidu1o. Tinh lim va lim .
x—=T X(1—X) 1—11_?:(1—.!')
Giai
: 1 1 1 A . 1 .
Viét =—.—— taco Im —=1>0. Honnuwa Im — =-xo do1-x <0 khi x >1.
x(1-x) x 1-x x>T X x=1"1—X
Ap dung quy tac tim gi&i han cua tich, ta duwoc lim = —00,
x—1" Jf(1 — X)
Li luan twong tw, ta co |im ] = +00,
x-1 X (1~ X)



9 wyéntdps. Tinh lim 2~ va tim 2=,
x—2" X —2 x—=2~ X—2

BAITAP
2_ .}
5.7. Cho hai ham s6 f (x) = al 1 va g(x)=x+1. Khang dinh nao sau day |la dung?
X —
a) f(x)=g(x): b) gnglf(x)zllrglg(x).
5.8. Tinh cac gi¢i han sau:
2
x+2) -4 Jx2+9-
a) L ) b) lim Y2 +29 2
x >0 X x—0 X
1 : Onéut<0 , . o ; , E i e e
5.9. Cho ham s6 H(t)= ol (ham Heaviside, thuwong dwoc dung dé mo ta viéc
néu t>

chuyén trang thai tat/mé cla dong dién tai thdi diém ¢ = 0).

Tinh lim H(t) va lim H(t).
t-—0" t—=0" '

5.10. Tinh cac gi¢i han moét bén:
2

a) lim 2—%; By =" 12
et ¥ S Ny
xRSy
5.11. Cho ham sb g(x) = .
x —2|
Tim lim g(x)va lim g(x).
X—2" x—2"
5.12. Tinh cac gi¢i han sau:
a) lim ——2X, b) lim (Jx3+x+2—x.
X —+on Hx-2+1 X —3-+ar /
5.13. Choham s6 f(x) = - :
(x=1)(x-2)
Tim lim f(x)va lim f(x).
x—2" | X—2"
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N1/ e G

THUATNGU . KIEN THU'C, Ki NANG
« Ham s0 lién tuc tai .« Nhan dang ham s6 lién tuc tai mét diém, hoac trén mét khoang,
mot diém . trén mot doan.
+ Ham so gian doan .+ Nhan dang tinh lién tuc ctia tong, hiéu, tich, thwong cda hai ham
- Hamsé liéntyctrén | SO lién tuc.
mot khoang .+ Nhan biét tinh lién tuc ciia mét s6 ham so cap co ban trén tap
« Hamsd lientyctrén i Xacdinh cua chung.
mdt doan

M6t ngudi lai xe tir dia diém A dén dia diém
B trong thoi gian 3 gio. Biét quang duong tir
A dén B dai 180 km. Chirng t6 rang ¢6 it nhat
mét théi diém trén hanh trinh, xe chay véi van
téc 60 km/h.

AT AR
f———Quang duong —

1. HAM SO LIEN TUC TAI MOT BIEM

) #o1. Nhan biét tinh lién tuc cia ham s6 tai mot diém
s |

Cho ham s6 f(x)=1 x —1

2 néux =1.

Tinh giéi han lim 7 (x) va so sanh gia tri nay véi f(1).

x1

néux # 1

F N

Cho ham sé y =f(x) xac dinh trén khoang (a; b) chira diém x,. Ham sé f(x) duoc goi la
lién tuc tai dieém x, néu lim f(x)=r(x,).

X—Xq
N .

Ham s6 f(x) khong lién tuc tai x, dwoc goi la gian doan tai diém do.

') Vidu1. Xét tinh lién tuc cta ham s6 f(x) = e tai diém x, = 2.
x-—1 0
Giai -

R6 rang ham s6 f(x) xac dinh trén R\ {1}, do d6 x, = 2 thudc tap xac dinh clia ham so.

Taco lim f(x)= lim X2
x=2 7 x=»2x-1

=3=f(2). Vay ham so f(x) lién tuc tai x, = 2.




1

néu x>0

) Vi du 2. Xét tinh lién tuc cta ham dau s(x)=40 néux=0 tai diém x, =0.

Giai

—1 néux<0

Tathay lim s(x)=1, lim s(x)=-1. Do d6 khéng ton tai

x—0" x—=0"

51 han i |
gi¢i han Li_rgs(x)

Vay ham sé nay gian doan tai 0.

) Luyén tdp 1. Xét tinh lién tuc cda ham so f(x )=

(—x néu x<0
0 néux=0

tai diém x, = 0.

x* néu x>0

2. HAM SO LIEN TUC TREN MOT KHOANG

2xnéu0<x<
) Wo2. Cho hai ham s6 f(x) =+

y.i
"I-

e o
-

Ham s6 y = f(X)
Hinh 5.7

¥
< —l

Ham s6 f(x) lién tuc tai x, khi

va chi khi
lim f(x)= lim f(x)="7(x,).
.i'.'—lr}l.'ﬂ I—.l.l.'.u

Ham sb y

Xét tinh lién tuc cta cac ham sé f(x) va g(x) tai diém x = % va nhan xét vé su khac nhau

gitra hai do thi.

#

khoang nay.

lim f(x)=f(a), lim f(x)=F(b).

X—a x—b

Y,

Ham s6 y =f(x) dwoc goi la lién tuc trén khoang (a; b) néu nd lién tuc tai moi diém thudc

Ham s6 y =f(x) dwoc goi la lién tuc trén doan [a; b] néu nod lién tuc trén khoang (&; b) va

\

J

Céc khai niém ham sé lién tuc trén nira khoang nhuw (a; b], [&; +o),... dwoc dinh nghia theo
cach twong tw. Co thé thay dd thi ciia ham sé lién tuc trén moét khoang 1a mét duwong lién

trén khoang do.
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x—1néu xe(0;1)

trén ntra khoang (0; 1].
0 néux=1

Vi du 3. Xét tinh lién tuc clia ham sé f(x)z{
Giai
Ta c6 f(x)=x-1véi xe(0;1). Véi x, € (0; 1) bat ki, ta co len;lﬂ(x—ﬂ:xn -1=1(x,).
Vay ham s6 f (x) lién tuc trén khoang (0; 1).

Hon nira, lim f(x)=0=f(1) nén f(x) lién tuc trén ntra khoang (0; 1].

x—>T

Vé tinh lién tuc cta cac ham so so cap co ban da biét, ta cé

# g
« Ham sb da thirc va cac ham sb y = sinx, y = cosx lién tuc trén R.
« Cachamsb y =tanx, y = cotx, y = Jx va ham phan thirc hitu ti (thwong cua hai da
thure) lién tuc trén tap xac dinh cua chung.

~ 4
) Vidu 4. Cho ham so f(x) = i +::. Tim cac khoang trén d6 ham s6 f( x) lién tuc.
Giai

Tap xac dinh clia ham s6 f(x) 1a (—o; 1) W (1; +o0). VAy ham s6 £ (x) lién tuc trén cac khoang
(—oo; 1) va (1; +x).

X% +1

X+2

'} tuyén tdp 2. Tim cac khodng trén d6 ham so f(x) = lién tuc.
3.MOT SO TiNH CHAT CO BAN

Y HB3. Cho hai ham sb f(x)= x*vag(x)=-x+1.
a) Xét tinh lién tuc cta hai ham sb trén tai diém x =1.
b) Tinh L = !:_rn[f(x) +g(x)|vasosanh Lvéif(1)+g(1).

Ta c6 khang dinh sau day vé todng, hiéu, tich va thwong clia hai ham sé lién tuc.

4 N
Gia slr hai ham sé y =f(x) va y = g(x) lién tuc tai diém x_. Khi do:

a) Cacham sé y=f(x)+g(x), y = f(x)-g(x)vay=f(x)g(x)lién tuc tai x,;

b) Ham s y = ;((?) lién tuc tai x, néu g(x,) #0.

A 7

>

) Vi dus. Xét tinh lién tuc cta ham sé f(x) = %
Giai

Ham s xac dinh trén cac khoang (—oc; 1) va (1, +o0). Trén cac khoang nay, t&r thirc (ham
lwong giac) va mau thirc (ham da thirc) la cac ham so lién tuc. Do d6, ham s6 f(x) lién tuc

trén R\ {1}.



Nhan xét. Néu ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a; b] va f(a)f(b) <0 thi ton tai it nhat mét
diém ¢ € (a; b) sao cho f(c)=0.

Két qua nay dwoc minh hoa bang db thi 1 PSR ——

nhw Hinh 5.8. //\
a i 0
f---4f @)

Hinh 5.8

) Vi du 6. Chirng minh rang phuwong trinh x> + x> =10 =0 ¢o6 it nhat mét nghiém.

Giai

Xétham s6f(x)=x"+x”-10. Tac6 f(0)=-10<0, f(2) =30 >0 va vi f(x) |a ham da thirc

nén no lién tuc trén [0; 2]. Khi d6, phwong trinh f(x) =0 co it nhat mét nghiém trong khoéng
(0; 2).

) Vin dung. Gidi bai toan & tinh huéng mé dau.

BAITAP

5.14. Cho f(x) va g(x) la cac ham so lién tuc tai x = 1. Biét (1) =2 va Iim1[2f(x)—g(x)]=3,
X—»
Tinh g (1).
5.15. Xét tinh lién tuc clia cac ham sb sau trén tap xac dinh cta ching:

_J1+x2 néu x <1
14—){ néu x>1.

X

; b) f(x
x? +65x+6 ) £ix)

a) f(x)=

5.16. Tim gia tri cia tham sé m dé ham sé

. M.
f(x):{smx néu x>0

-Xx+mnéu x<0
lien tuc trén R.

5.17. Mot bang gia cwoc taxi duwoc cho nhw sau:

Gia mo cua 4 PG OF i

| Gia e cac km tiép theo Gi CiFeie i kin thiv 31
(0,5 km dau) den 30 km
10 000 dbng 13 500 déng 11 000 dbng

a) Viét cong thirc ham sé mé ta sé tién khach phai tra theo quang dwéng di chuyén.

b) Xét tinh lién tuc ctia ham sé & cau a.
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BAI TAP cCUOI CHUONG V

A - TRAC NGHIEM

5.18. Cho day s6 (u,) v6i 1, =vn® +1—+/n . Ménh @& dung Ia

A. lim u, =-oo. 8. limu, =1.
=+ f—»+4o0
C. lim u, =+ D. lim u, =0.
n—s+o M=+
518, Ch _2+42%4,.42 Gi6i han clia d&v sé b
.19.Cho u, = o . Gi¢i han cuia day s6 (u,, ) bang
A. 1. B. 2. C.-1. D. 0.

L

5.20. Cho cap s6 nhan i v6 han (u, ) v6i u, = 3% Téng cla cap sb nhan nay bang

A.3. B. 2. C: 1. D. 6.

5.21. Cho ham sé f(x) =vx +1-+/x + 2. Ménh @é dang |a

A. xl_I‘rEImf(X)=-—ﬂE. B. xl_l}ri'l%f(x)zﬂ.
- | Y.
C. xiTmf(x)_—1. D. xI—I;Tmf(x)_ 3
5 X — XZ B b &
5.22. Cho ham sé f(x) = . Khi @6 lim f(x) bang
Ik’l x—0"
A. 0. B. 1. C. +o0. D. -1.
; : KAT o P
5.23. Choham s6 f(x)= X Ham s6 f(x) lién tuc trén
_I_
A, (—m,+m) B. (—m;—1].
C. (=o0;—1) U (=t +50). D. [~ +0).
: X2 +x-2 néu x #1 -
5.24. Cho ham s6 f(x)=1{" x 1 - Ham 6 £ (x) lién tuc tai x = 1 khi
a néu x =1

A.a=0. B.a=3. C.a=-1. D .a=1.




B-TU LUAN

5.25. Cho déy s6 (u, ) c6 tinh chat |u, —1 < 2 Co két luan gi vé gidi han cua day so nay?
n

5.26. Tim gi¢i han clia cac day sé c6 sb hang téng quat cho b&i céng thire sau:

2 n ak , gk -
E)UHZSHE:‘?H—Z; b)vnz;§,3 61;5 ; CJW":%'
5.27. Viét cac s6 thap phan vé han tuan hoan sau day dwdi dang phan so:
a) 1.,(01); b) 5,(132).
5.28. Tinh cac gioi han sau:
D b
¢) lim —=—%__ d) fim X2

x—1 (1_x) X—p—or ,141,2 2.4 -

5.29. Tinh cac gi¢i han mét bén:

2
. X°-9 . X
a) lim : b) lim _
a s X 2 x -
5.30. Chwrng minh rang gi¢i han Ii[]'niD u khong ton tai.
X X

5.31. Gidi thich tai sao cac ham sé sau day gian doan tai diém da cho.

1 &
a) f(x)=1{x neu X#0 i @idm x =0

1 néu x=0

J1+x néu x <1

; tai diem x = 1.
|2-x néu x=1

b) g(x)
5.32. Lyc hap dan tac dung Ién mét don vi khéi lvong & khoang cach r tinh tir tam
Trai Bat 1a
GMr
RE
g néu r >R,
i
trong d6 M va R 1an lwot 1a khéi lwong va ban kinh cua Trai Bat, G la hang sé hap dan.
Xét tinh lién tuc clia ham so6 F(r).

néeur <R

F(r)=+

5.33. Tim tap xac dinh cla cac ham so sau va gidi thich tai sao cac ham nay lién tuc trén cac
khoang xac dinh cuda chunag.

X-—2
sinx

COS X
1
x> +5x+6

a) f(x)= b) g(x)=

Xx+1néu x<a

2

B lién tuc trén R.
X° néux>a

5.34. Tim cac gia tri clia a & ham s6 f(x) = {
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HOAT PONG
THUC HANH
TRAI NGHIEM

MOT VAI AP DUNG CUA TOAN HOC
TRONG TAI CHINH

MUC TIEU

Hoc sinh biét van dung toan hoc dé giai quyét mot so van dé tai chinh nhw bai toan givi tiét kiém
tich luy, bai toan vay tra gop.

Chuén bi:

— Béng li suat guvi tiét kiém tich lu§ cta mét sé ngan hang:
— Bang lai suat vay tra gop (khi mua nha, 6 6, ...) cia mét 6 ngan hang;
— May tinh cam tay.

Thuc hién: Chia I&p 1am bon nhém va tién hanh nhu sau:

Budc 1. Cac nhém cung thue hién HD1, HD2, HD3 trong bai hoc, dudi sw huwéng dan cda
giao vién, dé hiéu cac khai niém va céng thirc can thiét.

Budc 2. Dwa vao dir liéu da cé & phan Chuan bi va goi y trong cac Van dung trong bai hoc,
GV dat ra nhiém vu thyc té cu thé cho twng nhom. Moi nhom sé thwc hién mot nhiém vu
rnéng. Cac nhom hoan thanh nhiém vu duwoc giao, sau do bao cao trwoc Iop.

Nhiéu giao dich tai chinh nhw glvi tiét kiém tich
luy, vay tré gop,... lién quan dén cac khoan thanh
toan duoc thuc hién déu dan. Vi du, néu giri déu
dan 5 triéu ddéng mdi thang vao mét tai khoan tich
luy cé 1ai suat 6% mét nam, thi gia tri tai khoan
clia ban s& |a bao nhiéu vao cudi nam thir 5?
Néu vay 1 ti ddng dé mua nha véi lai suat 9% mét
nam, thi sb tién ban phai trd hang thang la bao nhiéu
dé co thé tré hét khoan vay nay trong 10 nam?

MONTHLY
PAYMENT

Nhirng cau héi nhw vay lién quan dén téng cac s hang cia mét day s6. Trong bai nay, ching
ta sé st dung kién thirc vé cong thirc & kép va cap sb nhan dé tra I&i nhirng cau héi nay.




1.S0 TIEN CUAMOT NIEN KIM

Nién kim la mét khoan tién duoc tra bang cac khoan thanh toan déu dan. Mac du tir “nién
kim” nghia |a cac khodn thanh toan hang ndm, thue té ching coé thé dwoc thye hién thanh
toan nira ndm, hang quy, hang thang hoac sau nhirng khodng thi gian déu dan khac. Thanh
toan thudng dwoc thue hién vao cubi khoang thoi gian thanh toan. Sé tien ciia mét nién kim
|a tdng cua tat ca cac khodn thanh toan riéng 1€ tir thdi diém thanh toan dau tién cho dén khi
thanh toan cuéi cung dwoc thuc hién, cling véi tat ca tién 1ai.

) Ho1. S6 tién cua mot nién kim

Béc Lan glri déu dan 10 triéu ddng vao ngay dau méi thang trong vong 5 ndm vao moét tai
khoan tich luy hwdng l&i suat 6% mbi nam, theo hinh thirc tinh 18i kép hang thang.

a) Tinh s6 tién cé trong tai khodn vao cudi ki thir nhat, cudi ki thir hai.
b) Tinh sé tién c6 trong tai khoan vao cudi ki thir n.
c) Tinh s6 tién co trong tai khoan ngay sau lan thanh toan cudi cung.

N6i chung, khodn thanh toan theo nién kim dwoc goi 1a tién thué dinh ki va ki hiéu la R. Goi i
la 13i suat trong mdi khoang thoi gian thanh toan va goi n la s6 1an tra. Ching ta luén gia thiét
rang khodng thoi gian tinh 13i kép bang thoi gian gitra cac I1an thanh toan. Bang cach lap luan
twong tw nhw trong HB1, chung ta thay rang sb tién A, cia moét nién kim 13

A =R+R(A+i)+RA+iy +..+ ROA+i)y".

Vi day la tdng clia n s6 hang dau clia mét cap s6 nhan véi s6 hang dau a = R va cdng bdi
r=1+i néntaco

= - .
So tién cua nién kim

Sé tien A, cia mét nién kim bao géom n khoén thanh toan déu dan bang nhau va bang R
voi 18i suat i trong moi khoang thoi gian dwoc cho boi

L i

) Vin dung 1. Anh Binh can dau tu bao nhiéu tién hang thang véi I8i suat 6% mdi ndm, theo
hinh thirc tinh 14i kép hang thang, dé co 200 friéu déng sau hai nam?

2.GIATRIHIEN TAICUAMOT NIEN KIM

Néu ban nhan dwoc 100 triéu dong trong vong 5 nam ke tir bay gidr, nd sé cb gia tri thap hon
nhiéu so v&i viéc néu ban nhan dwoc 100 triéu ddng ngay bay gio'. Biéu nay la do so tién |ai
ma ban c6 thé tich Idy trong 5 ndm t6i néu ban dau tw so tien d6 ngay bay gio. Ban sé chap
nhan so tién nho hon nao bay gio thay vi viec nhan 100 triéu Gong trong 5 nam toi? bay la
so tién, cung v&i tién 1ai, sé tri gia 100 triéu doéng trong 5 nam téi. S6 tién nay dwoc goi la
gia tri hién tai.
) woz2. Nhan biet gia tri hién tai cua moét so tien

Gia st mot nguoi gui tiét kiém voi 1ai suat khong ddi 6% mét nam, theo hinh thirc tinh 1ai
kép hang quy.

a) Tinh lai suat j trong méi quy va sé khodng thi gian tinh 1ai trong vong 5 nam.
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b) Gia sir sau 5 ndm nguoi d6 nhan duoc sb tién 100 triéu déng ca vén 1an 13i. Tinh gia tri
hién tai ctia sé tién 100 triéu dong do.
Tuwong tw, néu sé tién A, dwoc trd dan trong n khodng thoi gian ké tir bay gid' va |ai suat trong
mdi khoang théi gian |a i, thi gia tri hién tai A, cta no dwoc cho boi
1+4)"
f :

A=A =RUE g a1

"
Gia tri hién tai cua mét nién kim
Gié tri hién tai ctia mét nién kim bao gom n khodn thanh toan déu dan bang nhau va bang
R voi lai suat i trong moi khoang thoi gian dwoc cho boi
1—(140) "
A omRITE DT
i

A o

) Vin dung 2. Mot ngudi tring x6 sb gidi ddc biét vai tri gia 5 ti ddng va sé tién tring thuwdng
sé duwoc tra dan hang nam, méi nam [a 500 triéu dong trong vong 10 ndm. Gia tri hién tai cta
gidi dac biét nay la bao nhiéu? Gia sl rang nguodi do co thé tim dwoc hinh thirc dau tw voi
ai suat 8% madi ndm, tinh 1ai kép hang nam.

Tra gop la phwong thic cho

— vay tien ma cac ki trd no goc

3. MUATRA GOP va Iai trung nhau. Sé tién tra
no cua moi ki 13 béng nhau

Khi ban mua mét can nha hodc mét chiéc xe & t6 theo hinh  theo thoa thuan va so lai dwoc
thire tré gép, cac khodn thanh todn ma ban thyc hién lamét 1NN dwatrén so dw ng goc va

khodn nién kim cé gia tri hién tai la so tien cua khodn vay. :_E”;' ;ng?; E;ﬁ g;iﬁ;gﬁl:;

» H93. Anh Hwng mudn mua mot chiéc xe 6 to theo hinh thi/e  viéc cho vay tiéu dung, mua
trd gop dé chay xe dich vu. Anh 4y c6 thé trd dan 10 triéu  tai sén gia tri I6n nhw nha dat,
ddng méi thang nhwng khéng co tién tra trwéc. Néu anh 910, ...

Hwng ¢6 thé thue hién cac khoan thanh toan nay trong vong
5 nam va lai suét 1a 10% mot nam, thi hién tai anh ay c6 thé
mua duoc chiéc xe 6 t6 v&i mirc gia nao?

I.r"
Mua tra gop

Néu mét khoan vay A, phai dwoc hoan tra trong n lan thanh toan déu dan bang nhau voi
|4 suat i trong méi khoang théi gian thi sé tién R cia méi khoan thanh toan 1a
R = pr :
1-(1+i)"

\ J

') Vin dung 3. M6t cap vo chong tré vay ngan hang 1 ti ddng véi |1ai suat 9% mét nam dé mua
nha. Ho du dinh sé tra gop hang thang trong vong 10 ndm dé hoan tra khoan vay nay. Hoi
méi thang ho sé phai trd cho ngan hang bao nhiéu tién?



LUC CANG MAT NGOAI CUA NUGC

MUC TIEU

Hoc sinh biét thirc hién thi nghiém dé thu thap dir liéu, biét sir dung nhirng s déc trng cia sd
liéu ghép nhom dé so sanh két qua va rat ra mot so két luan.

Nuéc cling nhw cac chéat 16ng déu co lwc cang bé mat hinh
thanh do su tuwong tac gilra cac phan tlr cia chat 1éng. Sé
rat khé dé théi bong béong tir nwée do lwe cang bé mat cla
nwoc [én. Tuy nhién, néu pha thém xa phong vao nwéc viéc
nay sé duoc thuwc hién do xa phong lam giam lwc nay cua
nuwéc. Lwc cang yéu bong bong cang lon.

Trong bai trai nghiém nay chung ta sé xem xét anh hudng
cua nhiét dé téi lwc cang mat ngoai cua nuwdc xa phong
théng qua viéc so sanh dwong kinh bong bong théi tir dung
dich xa phong & nhiét dé khac nhau.

) o1, Thu thap di lidu
Chuén bj:
— Nwéc, nwédc néng — Coéc, thia, 6ng hut
— Xa phong — Giay béng kinh, gidy co dwong ké chia centimét
— Nhiét ké — But, giay

Thue hién:

« Nhom 1:

— Buoc 1. Pha xa phong vao nuwédc ¢ nhiét dé phong

— Budc 2. Dat t& giay ké 6 li xubng duréi tam nhya

— Budéc 3. Dung thia muc mét lvong nudc xa phong dé 1én trén tam nhua
— Budc 4. Dung 6ng hut théi bong dén khi béng vé

— Budc 5. Xac dinh duwdng kinh bong bong

— Budc 6. Lwu két qua do vao bang theo mau sau:




Nhom 1
Puwong kinh
bong béong |[2; 4)[4; 6)|[6; 8)| [8; 10) [10; 12)|[12; 14) [14; 16)|[16; 18)[18; 20)|[20; 22]
(cm)
Két qua
(danh dau /) Mk

Bang 1. Két qua thi nghiém trén nudc xa phong & nhiét dé phong

« Nhdém 2: Thwc hién twong tw véi nwdc néng (70 °C - 80 °C).

) 102, Lap bang tan sé ghép nhom cho két qua thi nghiém thu dwoc & hai nhém theo mau sau:

Puwdong kinh
bong bong
(cm)

[2; 4)

(4, 6)

[6; 8)

8; 10)

[10; 12)

[12; 14)

[14; 16)

[16; 18)

[18; 20)

[20; 22]

1

Nhom

Tan sé

2

Nhom

Béang 2. Bang tan so ghép nhém cho di liéu dwong kinh bong béng

) 1032, Dya vao Bang 2, hay tinh va so sanh sé trung binh, trung vi, mét cia mau di¥ liéu thu
dwoc vé dwdng kinh bong béng ctia méi nhém.

) upa. Cac ban hoc sinh 16p 11B da thwe hién thi nghiém va thu dwoc bang két qua sau:

Puwong kinh bong béng (cm)
[4; 6) 6;8) | [8;10) | [10; 12) | [12; 14) | [14; 16) | [16; 18) | [18; 20]
; I 1!
Nhém 1 / / m o, I I /
’ 1 i
Nhom 2 / I / P 1) Il

a) Hay thwc hién HD2 va HD3 dwa vao bang két qua thi nghiém trén. Tl do rut ra két luan

vé anh hudng clia nhiét dé Ién siic cang bé mat ctia nwdc xa phong.

b) Tai sao giat quan do bang nwdc am (& nhiét dd thich hop v&i chét liéu vai) sé lam sach
dé dang va nhanh chong hon?

o Ll
Fs, ¥
-i,‘
t::i'l.- X .
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BANG TRACUU THUATNGU

€ Céap sb cong 48
Cap sb nhan 52
Chiéu quay (&dm, dwong) 6
Céng boi 52
Cong sai 48
Céng thire bién ddi tich thanh téng 19
Céng thirc bién ddi tdng thanh tich 20
Cong thirc cong 17
D Day sd 42
Day s6 bi chan 45
Day sb6 cb gi¢i han hiru han 105
Day sb ¢o gidi han 0 105
Day sb c6 qidi han vo cuc 108
Day s6 giam 45
Day s6 hiru han 43
Day sb khong dbi 48
Day s tang 45
Day s6 v han 42

B Dinh li Thalés trong khéng gian 91

Binh Ii vé giao tuyén ctia ba
mat phang 81
Péng phang cla cac diém 72
Pobng phang cla hai dwéng thang 78
Puwong thang cat mat phang 84
Dw&ngathéng song song voi
mat phang 84
Buwong tron lwong giac 10

G Giao tuyén cta hai mat phang 73
Gi6i han v cue ctia ham s6 tai
mot diém 115
Gi¢i han ctia ham sé tai mét diém 111
Gidi han clia ham sé tai vé cuc 114
Gi¢i han mét bén 113
Goc lwong giac 6

H Hai dwong thang chéo nhau 78
Hai dwong thang song song 78
Hai dwéng thang cat nhau 78

T =

Hai mat phang song song 88

Ham s6 chan 24

Ham so6 Ié 24

Ham s6 lién tuc tai mét diém 119

Ham sé lién tuc trén mét khoang 120
Ham s6 lwong giac 23

Ham s6 tuan hoan 24

Hé thuwre Chasles 7

Hinh biéu dién 98

Hinh chiéu song song 96

Hinh chop 75

Hinh hop 93

Hinh lang tru 92

Hinh tc dién 76

Mat phang 71

Mau s6 liéu ghép nhom 59

Mot 66

Nghiém cua phuong trinh lwong giac 32
Phép chieéu song song 96

Phuong trinh lwrong giac co ban 31

S6 do clia goc luvong giac 6

S0 hang ctia day so 43

S6 hang téng quét clia day sb 42

Sé hang tdng quat clia cap sé cong 49
Sé hang téng quat clia cap sé nhan 53
S6 trung binh 62

Tia cudi cla goc lwong giac 6

Tia dau cta goc lwong giac 6

Téng cha cap s6 nhan Iui vé han 107
Téng n sé hang dau clia cép sb cong 50
Téng n s6 hang dau clia cap sé nhan 54
Trung vi 64

Truc césin 11

Truc sin 11

T phan vi 65



BANG GIAI THICH THUAT NGU

Thuat ngir

Giai thich

Biéu dién mot goc lwong giac
trén dudng tron lwvong giac

Phép biéu dién giao diém cta tia cudi clia mot géc lwong
giac véi dudng tron lvong giac

Céap s6 nhan Iui vé han

Cép s6 nhan vé han c6 cdng béi g voi |g| < 1

Déy s6 hiru han

Déy s6 chi gdm ¢é hiru han s hang

Puwdng hinh sin

D6 thi clia cac ham s6 y = sinx va y = cosx

Pbuwong tron lwong giac

Puong tron co tam tai gbc toa @6, ban kinh bang 1,
dwoc dinh hwdng va lay diém A(1; 0) lam diém gobc cla
duwong tron

Gia tri lwong giac cua mot géc
lwong giac

Cac gia tri sin, cdsin va tang, cotang (khi chung xac dinh)
cua mot goc lwong giac

Gidi han mot bén clia ham so6
tai mot diém

Gigi han bén phai hoac gi¢i han bén trai cua ham s6 tai
mot diem

Ham sé gian doan tai mot diém

Ham s6 khdng lién tuc tai diém do

Ham sé lién tuc trén doan [a; b]

Ham s lién tuc tai moi diém cta khodng (a; b), lién tuc
phai tai diém a va lién tuc trai tai diéem b

Hé thire lwong giac co ban

Cac hé thire lwong giac lien hé gitra cac gia tri lwong
giac sin o, cos o, tan a, cot o cua goc a

Hinh biéu dién cta mét hinh
khéng gian

Hinh chiéu song song cua hinh khéng gian trén mét mat
phang hodc hinh déng dang véi hinh chiéu dé

Hinh hoc khdng gian

Mon hoc nghién ctru tinh ch@t clia cac hinh cé thé khéng
cung nam trong moét mat phang

Phép chiéu song song

Phep dat twong Lrng moi dlem M trong khnng gian ve&i
diém M’ la giao cla fiwn’ng thang qua M va song song
(hoac tring) vé&i dwédng thang / cho trudc va mat phang
(P) cho trwdc

Phuwong trinh lvong giac

Phuwong trinh cé chira an sé duwéi dau ham sé lwong giac

Radian

Bon vi do goc lwrong giac




Nha xudt bdn Gido duc Viét Nam xin trdn trong cdm on
cdc tde gid co tde phdm, tu liéu dwoc swe dung, trich ddn
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Bién tap mi thudt: NGUYEN BICH LA
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Trinh bay bia: NGUYEN BICH LA
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