CHUONG |

HAM SO LUGNG GIAC 1_
VA PHUONG TRINH LUONG GIAC

Chuong nay gi¢i thiéu khai niém goc lwong giac, gia tri lwong giac cia goéc lwong giac, cac
cdng thirc lvong giac co ban, ham sé lwong giac, cach gidi phwong trinh Iwong giac co ban
va mét sé (rng dung cla lwong giac trong thue tién.

GIA TRI LUGNG GIAC

2 - -8 -
CUA GOC LUONG GIAC
THUAT NGO . KIEN THU'C, Ki NANG
« Goc lrong giac : + Nhan biét cac khai niém co ban vé goc lrong giac.

+ S0 do clia goc lwgng giac | « Nhan biét khai niém gia trj lwong gidc ctia mot goc lwgng giac.

* Pwong tron lwgng giac « M6 ta bang gia tri lwong giac cia mét sé géc lwong giac

« Gia trj lwong giac ciagoc ¢ thwong gap; he thire co ban giira cac gia tri lwong giac cua
lwong giac :  moét goc lwong giac; quan hé gitra cac gia trj lwong giac cua

: : c@c goc lwong giac ¢o lién quan dac biét: bu nhau, phu nhau,

: déi nhau, hon kem nhau .

i « Sir dung may tinh cam tay dé tinh gia tri lwong giac cliia mot

. goc lwgng giac khi biét s6 do cua goc do.

: + Gidi quyét mot s6 van dé thwe tién gan véi gia tri lwong giac

:  cua goéc lwong giac.

» Hé thirc co ban gilra cac
gia tri lwong giac :

Tram v tru Qudc té ISS (tén tieng Anh: International Space
Station) nam trong quy dao tron cach bé mat Trai Bat khoang
400 km (H.1.1). Néu tram mat dat theo déi dwoc tram vii tru
ISS khi né nam trong goc 45° & tam cla quy dao tron nay
phia trén ang-ten theo dai, thi tram v tru ISS da di chuyén
dwoc bao nhiéu kilomét trong khi né dang dwoc tram mat
dat theo d6i? Gia st rang ban kinh cla Trai Dat 1a 6 400 km.
Lam tron két qua dén hang don vi.




1. GOCLUONG GIAC

a) Khai niém géc lwong giac va sé do cla goc lwong gidc
) uo1. Nhan biét khai niém géc lwong giac
Trén déng ho & Hinh 1.2, kim phat dang chi ding s6 2.

a) Phai quay kim phut may phan clia mét vong tron theo chiéu
quay ngwoc chiéu kim déng hd dé né chi dung sé 12?

b) Phai quay kim phtt may phan clia mét vong tron theo chiéu 12 gi&r 10 phat
quay cua kim déng hé dé né chi dung sb6 12? Hinh 1 2

¢) Cé bao nhiéu cach quay kim phut theo mét chiéu xac dinh dé
kim phut tir vi tri chi dang s6 2 vé vi tri chi dung sé 12?

r Trong méat phang, cho hai tia Ou, Ov. Xét tia Om clng nam trong mat phang nay. Néu tia ]
Om quay quanh diém O, theo mét chieu nhat dinh t&r Ou dén Ov, thi ta néi né quét mét
goc lwrong giac voi tia dau Ou, tia cudi Ov va ki hiéu la (Ou,0Ov).

r

Géc lwong giac (Ou,Ov) chi duwoc xac dinh khi ta biét dwoc chuyén ddng quay chaa tia Om to
tia d4u Ou dén tia cudi Ov (H.1.3). Ta quy wéc: Chiéu quay nguoc véi chiéu quay cla kim
ddng ho la chiéu duong, chiéu quay cung chieu kim dong ho la chiéu am.

u

Hinh 1.3

Khi d6, néu tia Om quay theo chieu durong dling mét vong ta noi tia Om quay goc 360°,
quay dung 2 vong ta noi nd quay goc 720°; quay theo chiéu am nira vong ta néi nd quay goc
-180°, quay theo chiéu am 1,5 vong ta néi né quay goc —1,5-360° =-540°, ...

Khi tia Om quay géc o° thi ta néi goc lwong giac ma tia A6 quét nén cd s6 do o°. S6 do cla
goc lwong giac cob tia dau Ou, tia cubi Ov dwoc ki hiéu 1a sd (Ou,Ov).

Ti‘

.f
Q Q : S
e R =

sd (Ou,0Ov) = 360° sd (Ou,0v) = 720° sd (Ou,0v) =-180° sd (Ou,0v) = -540°

[Mﬁi goéc lwong giac géc O duoc xac dinh bdi tia dau Ou, tia cudi Ov va s6 do cla no. j

Chu . Cho hai tia Ou,Ov thi c6 vé sb géc lwong giac tia dau Ou, tia cudi Ov. Méi géc luong
giac nhw thé déu ki hiéu la (Ou,0v). S6 do clia cac goc lwong giac nay sai khac nhau moét

bdi nguyén cua 360°.



) Vidu1. Cho géc hinh hoc uOv ¢cé s6 do 60° (H.1.4). Xac dinh
s6 do cua cac goc lrong giac (Ou,0v) va (Ov,0u).

Giai

Ta co:

— Céc géc lwong giac tia dau Ou, tia cudi Ov c6 sb do la
sd(Ou,0v)=60° + k360° (k € Z).

— Céc goc lvong giac tia dau Ov, tia cudi Ou cb so do 13 it 4 4
sd (Ov,0u) = -60° + k360° (k < Z.).

) Luyén tip 1. Cho géc hinh hoc uOv = 45°. Xac dinh s6 do clia géc lwong giac (Ou,0v) trong
moi trvdng hop sau:
V V

Q L O u
a) b)

b) Hé thirc Chasles

) #92. Nhan biét hé thirc Chasles

Cho ba tia Qu, Ov, Ow voi s6 do cla cac goc hinh hoc uOv
va vOw lan lvot la 30° va 45°.

a) Xac dinh sé do cua ba goc lwvong giac (Ou,0v), (Ov,Ow)
va (Ou,0Ow) duoc chira & Hinh 1.5.

u

b) V&i cac géc lwong giac & cau a, chirng té rang cé mot sé
nguyén k dé sd (Ou,Ov )+ sd (Ov,0w) = sd (Ou,Ow ) + k360°. Hinh 1.5

Hé tharc Chasles: Véi ba tia Ou, Ov, Ow bat ki, ta cod
sd (Ou,0v ) + sd (Ov,0w) = sd (Ou,Ow ) + k360° (k € Z)

"

Nhan xet. Tir hé thirc Chasles, ta suy ra: Hé thirc nay twong tu

Véi ba tia tuy y Ox, Ou, Ov, ta co cong thire
AB=0B-0A.

sd (Ou, Ov) = sd (Ox, Ov) — sd (Ox, Ou) + k360° [k EZ).
Hé thuc nay dong vai tro quan trong trong viéc tinh toan s6 do
cua goc lwong giac.
» Vidu 2. Cho mét goc lwong giac (Ox, Ou) cé sb do -270° va mét

géc lwong giac (Ox, Ov) cé sb do 135°. Tinh sb do clia cac goc
lwong giac (Ou, Ov).




Giai
S6 do cua cac goc lwong giac tia dau Ou, tia cudi Ov 1a

sd (Ou, Ov) = sd (Ox, Ov) — sd (Ox, Ou) + k360°
=135° — (-270°) + k360° = 405° + k360°
= 45° +(k +1)360“ =45° + m360° (Im=k+1, me Z).

Vay cac goc lvong giac (Ou, Ov) c6 s6 do la 45° + m360° (me Z).

) Luyén tip 2. Cho mét goc lwong giac (Ox, Ou) cd s6 do 240° va mét goc lwong giac (Ox, Ov)
cd 86 do —270°. Tinh s6 do cla cac géc lwong giac (Ou, Ov).

2.DON VI PO GOC VA PO DAI CUNG TRON

a) Bon vi do goc va cung tron
Pon vi d6: D& do goc, ta dung don vi 6. Ta d4 biét Goc 1° bing % g6¢ bet.

Pon vi d6 dwoc chia thanh nhikng don vi nho hon: 1° =60 1 =60".

Déi voi cac goc lvong giac, khi ma sé veng quay trong chuyén dong tuong trng tir tia dau
dén tia cudi Ia kha Ion thi s6 do clia chung tinh bang dd sé tré nén cong kénh. Do d6, trong
khoa hoc va ki thuat, bén canh viéc do bang dd, nguoi ta con st dung don vi do géc bang
radian.

Pon vi radian: Cho dudng tron (O) tam O, ban kinh R va mét cung AB trén (O) (H.1.6).

Ta néi cung tron AB c6 s6 do bang 1 radian néu d6 dai | B 15
cua ndé dang bang ban kinh R. ‘ 28

Khi d6 ta cling néi rang goc AOB c6 s6 do bang 1 radian
| vaviét AOB = 1rad. |

A

Quan hé gitra d6 va radian: Do duong tron co do dai la 2zR
nén no co sé do 2r rad. Mat khac, dwong tron cé sé do bang

360° nén ta c6 360° = 2x rad.
Do doé ta viét:

Hinh 1.6

180’
°=—"_rad va 1rad=[—].
180 T J

Chu v. Khi viét sé do ciia mét goc theo don vj radian, nguoi ta thwong khéng viét chir rad

sau s6 do. Chang han goc g dwoc hiéu |a gc’:cg rad.



D Vidu3
a) Déi tir @6 sang radian cac sé do sau: 45°; 150°.

b) Déi tir radian sang d6 cac sé do sau: % ST:E
Giai n
a) Ta co: " fxmrad.
45° —=45. = _T.
180 4
_om
150° =150 _
180 6
b) Ta co:
T _ 180 |
=60°; ) E]
3' 3 ( T ) a rad [ .
50 5% (180
= . — 22512}'
4 4 ( - ]
» luyéntip 3
a) Péi tir a6 sang radian cac so do sau: 360°; — 450°:
11n

b) Di tir radian sang do cac sb do sau: 3 — s

Chua y. Dwéi day 1a bang twong (rng gitra s6 do bang dd va s6 do bang radian clia cac goc
dac biét trong pham vi tir 0° dén 180°.

S6 do do 0° 30° 45° 60° 90° 120° | 135° | 150° | 180°
S6 do o | BETANODETRETERICE | 2= | «
radian 8 4 3 2 3 4 6

b) Dé dai cung tron

) B3, Xay dwng cdng thire tinh dé dai caa cung tron
Cho duwéng tron ban kinh R.
a) D6 dai cua cung tron ¢é s6 do bang 1 rad la bao nhiéu?
b) Tinh d6 dai / cla cung tron cé sé do « rad.

[Mﬁt cung ctia duong tron ban kinh R va coé sb do o rad thi c6 d6 dai / = Ra. ]

) Vidu 4. Cho duéng tron ban kinh 2 cm. Tinh d6 dai cung trén cé sé do %‘T cua dudng tron @é.

Giai
Dédaicuacungtrondéla: /=Ra=2- 23“ 4; (cm).

') Vin dung 1. Gidi bai toan & tinh hubng mé dau.



3.GIATRILUONG GIAC CUAGOC LUQNG GIAC

a) Burang tron lwong gidc
) 14, Nhan biét khai niém dwéng tron lwong giac

Trong mat phang toa @& Oxy, vé dwdng tron tdm O ban kinh R = 1. Chon diém gbc cla
dwdng tron 1a giao diém A(1; 0) cua duong tron voi truc Ox. Ta quy woc cpiéu dwong cua
dwong tron 1 chieu nguoc chieu quay ctia kim dong ho va chiéu am 1a chiéu quay cua kim
dong ho.

a) Xac dinh diém M trén dwong tron sao cho sd (OA, OM) = ST::

. YA
b) Xac dinh diém N trén duwéng tron sao cho sd (OA, ON) = —If. B

¢ \

+ Duong tron lrong giac la dwong tron ¢6 tam tai gbc
toa d6, ban kinh bang 1, dwoc dinh huwdng va lay diem
A(1; 0) lam diém goc cua dudng tron.

« DPiém trén duwong tron luong giac biéu dién goc lwong
giac cé sb do o (d6 hoac radian) la diém M trén dwong
tron lwong giac sao cho sd (OA, OM) = «.

. J

Hinh 1.7

Y Vi du 5. Xac dinh cac diém M va N trén duong tron lwong giac lan lwot biéu dién cac goc

lwong giac co sé do bang % va -150°.
Giai
Piém M trén dwong tron lwong giac biéu dién goc lvong giac cd sé do bang Jﬁ? duoc

xac dinh trong Hinh 1.8. 4

Piém N trén dwong tron lwong giac biéu dién goc lwong giac coé sé do bang —150° duoc
xac dinh trong Hinh 1.8.
YA

_‘“—\\\\M

4
N |,
y A x
N Ll
e

Hinh 1.8

) Luyén tip 4. Xac dinh cac diém M va N trén dwdng tron lwong giac lan lwot biéu dién cac goc

lwong giac cé sé do bang —jli—“ va 420°.



b) Cac gia tri lwong giac cia goc lrong gidc

) uos. Nhac lai khai niém cac gia tri lwong giac sin o,
cos a, tan a, cot a cua géc o (0° < a <180°) da hoc
o l&p 10 (H.1.9a).

I EI’
Hinh 1.9a Hinh 1.9b
Ta c6 thé mé réng khai niém gia tri lwong giac cho cac géc lwong giac cé sé do tuy y nhw sau:

Gia str M(x; y) 1a diém trén duwong tron lwong giac, biéu dién goc lvong giac cé sé do «
(H.1.9b).

r" ™

Hoanh dd x cta diém M dwoc goi la cosin cta o, ki hiéu 1a cosa.
COSa=X.

Tung d6 y clia diém M duwoc goi la sin cta a, ki hiéu 1a sina.

L]

sina =Y.
™ Eina ® = ] * . =
« Néucosa =0, tisd dwoc goi la tang cla a, ki hiéu 1a tana.
COoOSa
sina
tan o = Y (x#0)
cCoso X
4 ' » A CGSII . 1 -~ > " . -u
» Neéeusina=0,tisd — dwoc goi la cotang cua a, ki hiéu la cota.
sina
cosa X
coto=——=— (y #0).
sina. y

Cac gia tri cosa, sina, tana, cota dwoc goi la cac gia tri lwong giac cua a.

Chuay
a) Ta con goi truc tung la truc sin, truc hoanh la truc cosin.
b) Twr dinh nghia ta suy ra:
+ sina, cosa xac dinh v&i moi gia tri cua « va ta co:
-1<sina <t -1<cosa<?, sin(a+k2r)=sina; cos(a+k2r)=cosa (ke Z).
+ tana xac dinh khi o g +kn (k € 7).

« cota xac dinh khi a # kn (k € Z).



» DA4u cua céc gia tri lwong giac cia mét géc lwong giac phu thude vao vi tri diém biéu dién
M trén dudng tron lwong giac (H.1.10).

}"“
, B
Goc [
phan tw - f
Gia tri I Il v
lrong giac
’Ng g M
COoS o. + - - y A’ oON,+ JA X
sin a + + - —~ :
tan a + E + = 11 )kl N\
cota + — + - B’ M

: Hinh 1.
') Vi du 6. Cho goc lwong giac co sé do bang —g_ inh 1.10

a) Xac dinh diém M trén dwdong tron lwong giac biéu dién goc lwong giac da cho.

b) Tinh cac gia tri lvong giac cua goc lwong giac da cho.

Giai
a) Diém M trén duwéng tron lrong giac bidu dién goc lrong giac co sé do la —— dwoc xac dinh
trong Hinh 1.11. #
b) Ta co6:
ny 1 (= J3
CGS(—a] = E, Slﬂ[ —EJ = — ?,
. T n
sm(— ] : CGS{——) >
tan(—3)= 3, = —«f 3; Cﬂt[—EJZ 3 = — — 4
R IR G
3 3

Hinh 1.11
a) Xac dinh diém M trén duwédng tron lrong gidc biéu dién goc lwong giac da cho.

/) Luyén tip 5. Cho gbc lwong giac cé sb do bang %

b) Tinh cac gia tri lwvong giac cua goc lwong giac da cho.

c) Gia tri lrong gidc cua cic goc dic biét

’ n n n n
Goc a 6 4 3 2
0° 30° 45° 60° 90°
sina 0 k! £ ﬁ 1
2 2 2
_— 1 V3 V2 1 -
2 2 2
1
" i L
no 0 7 1 J3 Khéng xac dinh
1
t Khé ac dinh 1 —= 0
cota éng xac din J3 5

;:i‘. ﬁ.ﬂ y



d) Str dung may tinh cam tay dé déi sd do goc va tim gia tri lwong gidc cla géc

Cé thé dung may tinh cadm tay dé tinh gia tri lwong giac cua goc lwong giac va ddi sé do do
cua cung tron ra radian va nguoc lai.

chir s6 thap phan thir tw).

') Vi du 7. S dung may tinh cam tay dé tinh: sin

[_g«;]; tan63°52'41" (Iam tron két qua gén

Giai
Tinh Bam phim Man hinh hién| Két qua
sin[—ﬁ) ) 008 (4] (sin) (@) (3] @A) () (2] (3] ] =) _g _0,7071
4
tan63°52'41" | (sHFT) Mooef (3 ) (tan) (6] (3] ko [5] (2] ke (&) L1 e D) (=] | 2.039276645| 2,0393
1) Vidu 8. a) Dbi 33°45°' sang radian; b) DO % (rad) sang d6.
Giai
F?:'&i Bam phim Man hinh hién| Két qua
soO do P : d
3 3
33°45" | [s0F) Moog) (2] (3] (3] [+ (2] (5] Bl (eFr) (DRGP) (1] (= © E“(Wﬂd)
3 (rad) -
3 swrr) oo (3) () (3] (5] (4] O] @) (DRGP) (2] (Z] b | 42°58'18.6" | 42°58'19"

9 Luyén tip 6. S{r dung may tinh cam tay dé:

a) Tinh: CDS?’?—TE; tan(-37°25");

b) Di 179°23'30" sang radian;

c) Doi g (rad)

sang do.

4.QUAN HE GI’ACAC GIATRILUONG GIAC

a) Cac cong thirc lvong gidc co ban
) wo6. Nhan biét cac céng thirc lwong giac co ban

a) Dwa vao dinh nghia cla sina. va cosa, hay tinh sin? a + cos? a.

b) Str dung két qua clia HP6a va dinh nghia cua tana, hdy tinh 1+ tan® «.



Poi v&i cac gia tri lwong giac, ta co cac hé thirc co ban sau:

g Y
sin? ot + cos? o =1
1

cos? o

1

sin® o

1+tan® o =

(uig+kmkeﬂ)

1+ cot’ o = (o # km, ke Z)

tana -cota =1 [rx :ﬁ%, REZ].

A A

') Vidu9. Tinh cac gia tri lwong giac clia goc «, biét: sina = % va 90° < a < 180°.
Giai
Vi 90° < ot < 180° nén cos« < 0. Mat khac, tir sin® « + cos” o =1 suy ra

CcOoS o =—\:(1—:-:=,in2 o = —11/1—i =—i.
29 5

Do do, tana = abdle' 7 =—E va cota = 1 = 1 =—i
cose. 4 4 tana 3 3
5 4

/) luyén tip 7. Tinh cac gia tri lwong giac cta goc a, biét: cosa = —% van<a< 3?”:

b) Gia tri lrong gidc cua cac goc cé lién quan dic biét

) #o7. Nhan biét lién hé gilra gia tri lwong giac cua cac goc ddi nhau
Xét hai diém M, N trén dwodng tron lwong giac xac dinh bdi hai géc ddi nhau (H1.12a).

a) C6 nhan xét gi vé vi tri ctia hai diém M, N ddi véi hé truc Oxy? Tir d6 rat ra lién hé gitra:
cos(—a) va cosa; sin(—a) va sina.

b) Tur két qué HD7a, rat ra lién hé gitra: tan(-a) va tana; cot(-a) va cota.
V6i két qua HD7, ta cb lién hé gilra cac gia tri lwong giac:
+ Goc dbi nhau (o va —a)

4 3
cos(—a)=cosa

sin(—a) = -sina
tan(—a)=—-tana

cot(—a) = —cota.
- -

Hinh 1.12a



Tuwong tw HD7, ta cling ¢ lién hé gilra gia tri lwong giac cua cac goc bu nhau, phu nhau va

hon kéem =, nhw sau:

« Goécbunhau(ava n—a)

f ™
sin(m—a) = sina

cos(mt—a)=-cosa

tan(n - a)=-tana

cot(r—a)=-cota.
. r

« Goc phu nhau (o va 1;- ~ )

' \

|
SH'I[E = D‘,) =COoSsS

i } )
COS| ——o [=Sina
5
tan

cot

\ P

« Gochonkémz(ava n+o)

a E
sin(t+a)=-sina

cos(m+ o) =—cosa {
tan(n + o) = tana

cot(n + o) = cot o.

.

YA

]

Hinh 1.12b

-

Hinh 1.12¢

YA
/ B,
/ LN

\x-_

Hinh 1.12d

Chi v. Nhé cac cong thire trén, ta cé thé dwa viéc tinh gia tri lwong giac clia mét goéc lwong

giac bat ki vé viéc tinh gia tri lwong giac ctia goc o voi 0 < . < %

B Vidu10, Tinh: a) cus(— %E—]
Giai. Ta co;
( 1 17:] 11
a) cos| ——— |=c0sS— = CoSs
4 4

: b) cot(~675° )

[3n ) 3 ( 3ﬂ]
—+ 2N | =COS—=—-COS| T— —
4 4 4

b) cot(-675°) = cot(45° — 2. 360° ) = cot45° = 1.

) tuyén tdp 8. Tinh:  a) sin(-675° ),

b) tan

157

7



) Vin dung 2. Huyét ap cla mbi nguoi thay dbi trong ngay. Gia st huyét ap tam trwong (tic
la ap lwec mau Ién thanh déng mach khi tim gian ra) cua mét ngudi nao dé ¢ trang thai nghi
ngoi tai thoi diém t dwoc cho béi cong thire:

B(t) =ﬂD+Tsinn—t.
12

trong @6 t la s gi® tinh tir IUc nia dém va B(f) tinh bang mmHg (milimét thuy ngan).
Tim huyét ap tadm trwong cla ngudi nay vao cac théi diém sau:

a) 6 gio sang; b) 10 gior 30 phut sang; c) 12 gio trua; d) 8 gi® toi.
BAITAP
1.1. Hoan thanh bang sau:
S6 do d6 15° ? 0° 900° " ?
Sé do radian ? g% ? ? AT s
8 12 8
1.2. Mét dwdng tron co ban kinh 20 cm. Tim d6 dai cla céc cung trén dudng tron dé ¢cé s
do sau:
a) —: b) 1,5: c) 35°: d) 315°.
12
1.3. Trén dwéng tron lwong gidc. xac dinh diém biéu dién cac géc lwong giac cd sé do sau:
2) 2%, p) ~ L2, ) 150°; d) —225°
3 4
1.4. Tinh cac gia tri lwong giac cla goc a., biét:
a) CGSH‘.:%VQ U{:m{%; b)sinngvé%{:u{n;
3 1 . 3W
c)tana=+/5 van<a<=—; d) cota=—— va —<a < 2m.
2 J2 2

1.5. Chirng minh cac dang thire:

cos? oL +tan2r.1—1

sin® o,

a) cos® o —sin*a=2cos?a -1 b) = tan® a.

1.6. M6t nguoi di xe dap véi van tée khéng déi, biét rang banh xe dap quay dwoc 11 vong
trong 5 giay.
a) Tinh goc (theo d6 va radian) ma banh xe quay duwoc trong 1 giay.

b) Tinh d6 dai quang dwo'ng ma nguoi di xe da di dwoc trong 1 phut, biét rang dwong kinh
cua banh xe dap la 680 mm.

16



