CHUONG V

GIGI HAN.
HAM SO LIEN TUC

Chuong nay trinh bay khai niém gidi han cua day s0, cua
ham s6 va mét s dinh i, quy tac tim gioi han. Chung la cor
s& cho viéc nghién ciru cac ndi dung khac cua Giai tich va
cho phép gidi quyét nhiéu bai toan cla khoa hoc va thuc
tién. Khai niém ham sé lién tuc va mét vai tinh chat don
gian cla chung duwoc trinh bay & phan cudi chuong.

@Jﬁ
THUATNGU . KIEN THU'C, KI NANG
« Gi&i han cla day sb : *+ Nhan biét khai niém gid¢i han ctia day sé.
« Céc phép toan gi¢i han | « Giaithich mét s6 gioi han co ban.

» Cép s6 nhén Iui v6 han | « Van dung cac phép toan giéi han dé tim giéi han clia mot s6 day

» Téng clia cip sé nhan ;| SO don gian.
i v& han .« Tinh tong ctia mdt cap s0 nhan Iui v6 han va van dung dwoc ket
. qua do dé giai quyét mét sd tinh hudng thwe tién gia dinh hoéc
lién quan dén thwc tién.

Nghich li Zeno. Achilles (A-sin, mdt nhan véat trong than thoai Hy Lap, dwoc mé ta la co
thé chay nhanh nhu gié) dudi theo mét con rua trén mét duéng thang. Vi tri xuat phat cia
Achilles 1a A,, cach vi tri xuat phat R, cua rua mot quang duong co chidu dai 1a a (H.5.1).
Zeno i luan réng mac du chay nhanh hon nhuwng Achilles khéng bao gi® dudi kip rua.

A, A, A, A A, A
& O O *—0©
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Hinh 5.1

That vay, trwdc tien Achilles phai dén dworc vi tri A.= R, va trong khoang thoi glan nay, rua da
di chuyén dén vi tri R,. Sau do, Achilles phai dén c'.fwcrc vitri A,= R,, luc nay rua da di chuyén

dén vi tri R.,... Cu nhu vay, Achilles khéng bao gid dudi kip rua

Zeno (490 - 429 trudc Céng nguyén) la mét trieét gia Hy Lap, dén tlr thanh phd Elea (mién
nam nwéce Y ngay nay). Trong sé cac nghich li ctia Zeno, nghich li Achilles duéi ria duwoc coi
la da thuc day sw hinh thanh khai niém gi¢i han, mét cong cu thiét yéu clia toan hoc, dwoc
str dung dé nghién clru cac qua trinh lién quan dén su vé han.



1.GIGIHAN HU'U HAN CUA DAY S0
) 101 Nhan biét day s6 ¢6 gi®i han 12 0
(=1)°

n
a) Biéu dién nam sé hang dau clia day sbé nay trén truc sé.

b) Bat dau tir sO hang nao cla day, khoang cach tir v, dén 0 nhé hon 0,017

Cho day s6 (u, ) voi u, =

P

.
Ta néi day so6 (u, ) co giéi han la O khi n dan téi dwong vé cwc, néu |u,| cé thé nhé hon

mét s6 dwong bé tuy v, ké tir mét sé hang ndo dé tré di, ki hiéu lim u, =0 hay u, -0

) N—+x0
khi n — 4.
\ J

) Vidu1. Xét day so (u, ) voi u, = iz Giai thich vi sao day s0 nay co gi¢i han la 0.
n
Giai

Day s6 ndy c6 gi¢i han 1& 0, béi vi |u, | = iz cé thé nhé hon mét s6 dwong bé tuy y khi n da 1én.
n

Chang han, dé |uﬁ] < 0,0001 tuc la 1 < 1 . ta can n® >10 000 hay n>100. Nhu vay,

n° 10 000
cac sb hang clia day ké tir s6 hang thir 101 déu cé gia tri tuyét d6i nhé hon 0,0001.

Cha v. Tl dinh nghia day s6 cé giéi han 0, ta ¢ cac két qua sau:

1

- lim — =0 véi kIa mét s6 nguyén duong;
N—4xn n

+ lim q@" =0 néu |g| < 1;
nN—»40

- Néu |u,|<v, véimoin=1va lim v, =0thi lim u,=0.

F1— 42 fi— 40

D tuyén tip 1. Chirng minh rang lim (

11— +or 3”

) 192, Nhan biét day s6 ¢ gi®i han hiru han

. n+(-1)" .
Cho déay so (u, ) v&i u, = {n } . Xét day sb (v,,) xac dinh béi v, =u, —1.
Tinh lim v,,.
nN—+o0

~—

Tanéi day so (u, ) c6 giéi hanla sé thuc a khi ndan téi dwong vé cucnéu lim (u, —a)

=40

-

0,

ki hieu lim u, =a hay u, — a khi n - +w.

N =%
. 7




) Vidu 2. Xét day sb (u,) voiu, = 2221 Chung minh ring fim u, =2. a2 2 KITVASHIKD
n N—400 | - B
im (u,—a)=0.
Glal =+
2n+1)-2n
VTR Lo D it NS P
n n n
Dovay Im u, =2.
n—r+x

Cha y. Néu u, =c (clahang so) thi lim u, =c.

=>4

g ok Chirng minh rang lim u, = 3.

2 1=+

) Vin dung 1. M6t qua bong cao su duoc tha tir 36 cao 5 m xudng moét mat san. Sau méi lan

) Luyén tdp 2. Cho day s6 (u, ) v&i u, =

. * r E ~ ~ o 2 -~ " - . * o ¥ - -
cham san, qua bong nay len do cao bang 3 do cao trwoc do. Gia sw rang qua bong ludn

chuyén déng vudng géc véi mat san va qua trinh nay tiép dién vé han lan. Gia sir u_ 1a
do cao (tinh bang mét) ctia qua bong sau lan nay 1én thr n. Chirng minh rang day s6 (u ) c6
gi¢i han la 0.

2. DINH Li VE GIG'I HAN HU'U HAN CUA DAY S0
) #832. Hinh thanh quy tic tinh gi&i han

RN . - P 1 2
Cho hai déy s6 (u, ) va (v, ) véiu, =2+—,v,=3-=.
| n n
Tinhvasosanh: Iim (u, +v,)va lim u, + lim v,.
N—+ ' N—4x 11—+

Téng quat, ta co cac quy tac tinh gidi han sau Gay:

- : e e s

a) Neu lim u, =ava lim v, =b thi
e T o g e It
nETm(u” +Vv,)=a+b; nllnlt_(un -v,)=a-b;
i : ; u, a £ _
lim (u,-v,)=a-b; lim £ =— (neu b=0).
M=+ n—»+0 b
b) Néu u, >0 v&imoinva lim u, =a thi
M=+
a=0 va lim .,fu =4/a.
L Dosaer ¥ J_
B ey Peé tinh gidi han cha ddy so6 dang phan thirc,
P Vidu3. Tim lim =——"_ ta chia ca tir thirc va mau thirc cho lug thira
n—+e 2n° —1 cao nhat caa n, roi &p dung cac quy tac tinh
Giai giéi han.
Ap dung cac quy tac tinh giéi han, ta dwoc
; IR ™™ 1+1+12)
" n“-+n+1 ) n nz nN—+0 n n 1
lim 5 = lim AN Ty g
n—+x 2n° —1 n—+ 2__2 I[ITI (2‘_.2J
n n—+x n




[5 12
)P luyéntip 3. Tim lim il +1.

nosx  N+1

3. TONG CUA CAP SO NHAN LUI VO HAN

) woa. Lam quen véi viéc tinh téng vé han

Cho hinh vuéng canh 1 (don vi dd dai). Chia hinh vuéng dé

thanh bén hinh vuéng nhé bang nhau, sau d6 t&6 mau hinh
vuong nho goc dwoi bén trai (H.5.2). Lap lai cac thao tac nay
voi hinh vudéng nho goc trén bén phai. Gia str qua trinh trén

tiép dién vo han lan. Goi uy, Us,..., U,,... lan lwot 1a dé dai
canh cua cac hinh vuéng duwoc tdé mau.

a) Tinhtong S, = + Uy +...+ U,,.

b) Tim S= lim §,,. Hinh 5.2

N—+
Cép s6 nhan v6 han (u, ) co cong bdi g vai |g] < 1 duoc goi la cap s6 nhan IUi vo han.
Cho cap s6 nhan Ui vo han (u,, ) voi cong bdi q. Khi do
U (1 0 )
1-q

S, =th+tUs +...+U, =

Vi |g] <1 nén q@" — 0 khi n — +e. Do d0, ta co

;
lim S, = lim | —— | =1 ]q” =¥ Y
=40 n—+x| 1-@q 1-g 1-qg

Gioi han nay dwoc goi la téng clia cap sé nhan |Ui vé han (u, ), va ki hiéu Ia

S=+Us .U, +...

Nhw vay
u
§=—L =11
=g (9<)
. * 1 1 1 i
PVidus. Tinhtbng S=1-—+———+...+| —— | +...
2 4 8 2
Giai
Pay la téng cuia cép sé nhan IUi vé han véi u, =1 uéq=-%,
Do doé
o E—
3

R



) Vidu 5. Biéu dién sé thap phan vé han tuan hoan 2,222... dwéi dang phan sé.
Giai

Tac62222..=2402+0,02+40,0024..=2+2 - 42.1_42. 1,
10 10° 10°
Pay |a tong cha cap sb nhan IUi vé han voi u.,=2,q=% nén
uy 2 20
2,222..._1_q_1_ e
10

| " ; 2 2 2
) Luyén tdp 4. Tinh téng S=2+?+?—5__,+...+?ﬂ_1 +...

') Vin dung 2. (Giai thich nghich li Zeno)

Pé don gian, ta gid st Achilles chay vé&i van tée 100 km/h, van téc cia rua 1a 1 km/h va
khoang cach ban dau a = 100 km.

a) Tinh théi gian ¢, b,,..., L,,... trong ng de Achilles di tir A, den A,, tr A, dén A,,.... tr A,
dén A

TS LR
b) Tinh téng thoi gian cén thiét dé Achilles chay hét cac quang duong A A, AA,, ..., A A
.., tire 14 théi gian can thiét dé Achilles dudi kip rua.

i o

¢) Sailam trong lap luén cta Zeno la & dau?

4.GIOIHANVO CUC CUADAY SO
) o5, Nhan biét gidi han vo cue
Mot loai vi khuan dwoc nudi cay véi sé Iwong ban dau la 50. Sau méi chu ki 4 gidy, sé lwong
ctia chung sé tang gap doi.
a) Dy doan cong thirc tinh 6 vi khuan u_ sau chu ki thir n.

b) Sau bao lau, sé lvong vi khuan sé vurot con sé 10 0007

|"' )

» Day sb (u, ) dwoc goi la c6 gidi han +oo khi n —+o0 néu u, c6 thé I6n hon mét sé duong

bat ki, ké tir mot s6 hang nao d6 tré di, ki hiéu lim u, =+» hay u_ —>+w khin — +o.

» Day s6 (u,) duoc goi la cé giéi han —w khi n—+w néu lim (-u,) =+, ki hiéu
(=
lim u, = - hay u, -»—x0 khi n — +=,

i e i

e v

Theo dinh nghia trén, ta coé:
+ lim n" = +ec, v6i k & s6 nguyén duong;

» lim q@" =+, VOI g > 1.

M=t
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Lién quan dén gidi han vé cye cla day s, ta cé6 mét sé quy tac sau day:

,
. ] . ] i = . u
+ Néu lim u, =ava lim v, = +w (hodc lim v, = -) thi lim =~ =0.

M—¢+a0 1= [ =420 vﬂ

« Néu limu,=a>0, limv,=0vav, >0 véimointhi lim —= =+,

n—4a =401 fi=§+m ""’n

« Néu limu, =+x va limv, =a>0thi lim uyv, =+

B B2 1=t i 1= 40

\

) Vidu 6. Tinh lim (n® - 2n).

n—stu
Giai
;o > 2 o v e e B
Tacon -2n=n"|1—-—|.Honnwa lim n“=+cva lim|1-—|=1.
n n— 4+ n—+x n
Do dd, lim (n* —2n) = +x.

n— o

) tuyéntdps. Tinh lim (n—+/n).

BAITAP

5.1. Tim cac gioi han sau:

n+n+1

a) lim Z 0" b) lim (¥n?+2n-n).
f1=to0 2” ‘|‘1 f—+x

5.2. Cho hai day s6 khéng am (u, ) va (v,) véi lim u, =2 va lim v, =3.

N =s4or [ B

Tim cac gi¢i han sau:
2
uﬂ

a) lim ' :
)n_}w v, —u, = b)nETw \/un + 2V, .

5.3. Tim gi®i han cla cac day sb cho boi:

a}u,,=n +1; b) v, =v2n* +1-n.
2n -1
5.4. Viét cac so thap phan vd han tuan hoan sau day dwéi dang phan so:
a)1,(12)=1,121212.+.; D) 3,(102)=3,102102102.“

5.5. M6t bénh nhan hang ngay phai uong mét vién thuéc 150 mg. Sau ngay dau, truéc moi
Iér} uong, hém lwong thu@:c cu trong co thé van con 5%. Tinh I_Ln;fng thuéc cjﬁ trong co
thé sau khi udng vién thudc cta ngay thir 5. U'éc tinh lwong thudc trong co thé néu bénh

nhan sir dung thudc trong mét théi gian dai.

5.6. Cho tam giac ABC vudng tai A, ¢6 AB = h va
goc B bang o (H.5.3). Tir A ké AA, L BC, tr A, ke
AA, L AC, sau do lai ké AA, | BC. Tiép tuc qua
trinh trén, ta dwoc dwong gap khiic vé han AA AA....

h

Tinh d6 dai duwéng gap khuc nay theo h va a. A A, A, A,
Hinh 5.3
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e Emco biét?

Day sé Fibonacci va ti Ié vang

Ta da biét day Fibonacci cho bdi hé thirc
truy hoi: T 2

Uy =u, =, | 1|1

U, =U, ;+U, ," véin>2.

Chia ca hai vé cia * cho u, , va dat

u = o :
v, = —2, ta c6 céng thirc
Up_1

Day (v, ) cé gi6¢i han la mét s6 duwong r thoa mén phwong trinh r=1+ :I- hay tuong
r

1+»J§

dwong r” — r —1=0. Gidi phwong trinh nay ta duwoc r = 5

Pay chinh la 7 /é vang (golden ratio) dwoc st dung trong kién tric, hdi hoa, tén gido, ...
Day Fibonacci va ti 1& vang cling xuat hién nhiéu trong thé gioi tu nhién.

Day sé logistic
Trong sinh thai hoc, ngudi ta sir dung day (p,) cho b&i céng thirc truy hoi
.. =kp,(1-p,) d& mdé phdéng hé sinh thai cliia mét loai (déng vat hodc thuc vat),
trong d6 p, 1a ti 1& giira so lwong ca thé theo thoi gian va sirc chira cia mdi tredng,
k 1a hé s6 phu thudc dac diém cua loai va dieu kién méi triedng. Day s6 nay duoc goi
la day logistic, do nha sinh hoc Robert May dwa ra nam 1976. Tuy thubc hé sb k va
gia tri ban dau p,, ta c6 thé dw doan sy thay doi clia hé trong twong lai. Dac biét, trong
treng hop day (p,, ) ¢6 gioi han Ia moét s6 dwong, ta néi hé sinh thai cla loai 1a on dinh.
(Theo Stewart, Calculus, Nha xuét ban Cengage Leamning)



