GIGI HAN CUA HAM SO

THUATNGU' . KIEN THU'C, KINANG
» Gi¢i han ciahams6 | « Nhan biét khai niém giéi han hiru han cia ham so tai mét diém
+ Giéi han mét phia . vataivo cuc.

Nhan biét khai niém gi¢i han mét phia.

Nhan biét khai niém gi&i han v cuwe.

Tinh mdt sO dang gidi han cia ham so.

Giai quyét mot s6 van dé thue tién gan véi gidi han ctia ham sé.

» Gi&i han tai vo cuc
» Gi®i han vb cuc

Trong Thuyét twong dbi clia Einstein, khoi lwong clia vat
chuyén déng véi van téc v cho bdi cong thirc

trong d6 m 1a khéi lwong cla vat khi né dirng yén, c 1a van i
tbc anh sang. Chuyén gi xay ra véi khéi lvong cla vat khi et L
van tbc cla vat gan voi van tbc anh sang?

1. G161 HAN HOrU HAN CUA HAM SO TAI MOT DIEM

) #o1. Nhan biét khai niém gi&i han tai mét diém

4 — x*

-
a) Tim tap xac dinh cua ham so f( x).

Cho ham s6 f(x) =

b) Cho day sb x, =2 + % Rut gon f(x,,) va tinh giéi han cta day (u, ) véiu, =f(x,).

c) V&i ddy so (x,, ) bat ki sao cho x, = 2 va x, — 2, tinh f(x,) vatim lim f(x,).

n=»4+x

r i
Gia str (a; b) la mét khodng chira diém x, va ham so y =f(x) xac dinh trén khodng (a; b),
co thé trir diém x,. Ta noi ham s6 f(x) c6 gidi han la sb L khi x dan t&i x, néu voi day
s (x, ) bat ki, x, €(a; b),x, # X va X, — Xo, taco f(x,)—> L, ki hiéu lim f(x)=L hay

X—Xp

| f(x)— L khi x — x,.

_—

iz Chirng td rang lim f(x) =

1
B Vidul. Cho ham sb f(x) = e




Giai
X, —1 1

L&y day so (x,,) bat ki sao cho x,, #1va x, »1. Tacd f(x,)=—2— = .
;-1 X, +1

Do @ lim f(x,)= lim =1.V$y limf(x)==

f—»+m n—do0 X, +1 2 x—1

Twong tw déi voi day sé, ta cé cac quy tac tinh gi¢i han ciia ham sé tai mét diém nhuw sau:

f )

a) Néu lim f(x)=Lva lim g(x)=M thi + lim ¢ =c v6i cla hang so.
X— X X—rXq | 1] ) ) |
lim [f(x)+g(x)|=L+M: + Jim X" =X véineN.
X X - .
x]IEﬂ f(x)-g(x)|=L-M,
lim _f(x)-g(x]]:L-M;
S
lim FLX) =-£ néu M = 0.
oxg(x) M
b) Néu f(x)=0 véi moi xe(a; b)\{x,} va lim f(x)=L
X—+A0
thi L>0 va lim Jf(x)=+L.
{ X— X J

D Vidu2. Cho f(x)=x-1va g(x)=x>. Tinh cac gi¢i han sau:

) lim| 3 (x) - g (x) b) lim []:2)}

Giai

Ta cd lim f(x)=lim(x - 1):I|mx—hm1 1-1=0. M&t khac, ta thay limg(x)=lim x> =1.

x A %1 x X x—1 X¥—1

a) Taco

lim | 37 (x) - g(x ]:[im[af(x}]—ﬂnlg( )=lim3-limf(x)-limg(x)=3-0-1=-1.

x—1 X x 1 x A x 1
b) Ta c6
£ x)] lim | 7(x ]2 limf(x)-limf(x)
lim = — A=+ : X=»1 =izl
x->1 g(x) I|m1g(x) Ilrr%g(x) 1
X— ' X—>

P Vidu3. Tinh lim ko Bk 4

x -»0 X
Giai

Do mau thire cé gidi han la 0 khi x — 0 nén ta khéng thé ap dung ngay quy tac tinh gi¢i han
clia thuong hai ham sé.

2
— _a (Vx+9) -3
Chu y rang YX+© 3:( ) = 2 o]

X x(M+3) X(M+3) JX+9+3




Do @6 lim¥*+t9-3 _|jm__1 _ 1 1
x>0 X x=204/x+9 +3 Iimﬂ[\l'x+9+3:| 6

% Luyén tip 1. Tinh lim .
Xy =1

) w02, Nhan biét khai niém giéi han mét bén

Cho ham s6 f(x):lx_1|.
x-1
a) Cho x, =1- va x, = 1+ Tinh Yo =Ff(x,)vay, =f(x,)

n+1 n
b) Tim gid¢i han cla cac day sé (y,, ) va (¥, ).

c) Cho céac day so (x,,) va (xy, ) bat ki sao cho x,, <1< x}, va x, — 1, x;, -1, tinh lim f(x,)
va lim f(x',). o

M=+

8 3

+ Chohamso y=f (x) xac dinh trén khoang (xﬂ; b). Ta noi s0 L 1a gi¢i han bén phai
cua fix) khi x — x, néu véi day so (x,,) bat ki thod man x, < x, <b va x, — X, ta co
f(x,)—>L, kihiéu lim f(x)=L.

X—» x,‘:',.‘

» Cho ham sb y =f(x) xac dinh trén khoang (a;x, ). Ta noi s6 L |a gi¢i han bén trai
cta f(x) khi x — x, néu voi day s6 (x, ) bat ki thod mén a < x,, < X, va X, — X,, ta co

f(x,)—L, kihiéu lim f(x)=L.

X—Xn
L fi —

.
) Vidua. Choham sé f(x)=4* "°
X+1néu1<x<?2.

néu0<x <1

Tinh lim f(x) va lim f(x).
o x-T x—-T

Giai

Véi day s6 (x, ) batki saocho 0 <x, <1vax, —»>1tacéf(x,)=x:.

Do @ lim f(x)= lim f(x,)=1.
YT M—s+a

lim f(x) =L khi va chi khi

Twong tw, véi day s6 (x,,) batkima1<x, <2, x, —»1, XX
: o 1 . lim f(x)= lim f(x)=L.
tacof(x,)=x,+1,chonén lim f(x)= lim f(x,)=2. I'_,n;la (%) an:a (%)
x—1" Y [ 2

-X néu x<0

Jx néu x>0.

Tinh lim f(x), lim f(x)va limf(x).
inh lim £(x), lim f(x)va limf(x)

) Luyén tip 2. Cho ham s6 f(x)= {

"3



2. GIG'I HAN HO'U HAN CUAHAM SO TAI VO cue

) #o2. Nhan biét khai niém gi®i han tai vé cwe

Cho ham s6 f(x) =1+

Gia

c6 d6 thi nhw Hinh 5.4.

x-1

YA :

41

I

|

I

|

[ |

24 |

I

|

|

I
- ; - :
- ) -4 | 2 4 B 8 X

|

I

i

I

Hinh 5.4

st (x,,) 1a ddy sb sao cho x, > 1, x, — 4. Tinh f(x, ) vatim lim f(x,).

—+x

If'

~

Cho ham s6 y =f(x) xac dinh trén khoang (a; + ). Ta néi ham s6 f(x) cé giéi han

la s6 L khi x -+« néu voi day s6 (x,) batki, x, >a va x, —» +x, taco f(x,)>L,
ki hiéu fim f(x)=L hay f(x)—> L khi X — +.

X »4m

Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén khoang (—; b). Ta néi ham s6 (x) c6 giéi han la

s0 L khi x — —o néu voi day so (X, ) batki, x, <b va x, - —x, tacd f(x,) - L, ki hiéu
lim f(x)=L hay f(x)— L khi x — .

X—y—

3 Vidus. Cho f(x)=2 + ——. Sir dung dinh nghia, tim fim (x) va lim £(x).

Giai

Lay day (x,,) batki sao cho x,, >1va x, —» +w,tacof(x,)=2+

Vay

x -1 X »+x X—p—a0

.Dodé lim f(x,)=2.

xﬂ - n-»+xn

lim f(x)=2. Twongtw, tacingcd lim f(x)=2.

X3+ X —p—an

~
L ]

, z
Cac quy tac tinh giéi han hiru han tai mét diém ciing dung cho gidi han hiru han tai

vO cuc.
Vi c la hang s6, ta cé: lim c=c, lim c=c.

X—r+® X——x

V&i k 1a moét s6 nguyén duwong, ta cé: lim 2 0, lim & 0.

X =% xk X == xk

14



2
) Vidu6. Tinh lim 2= t1
X —»—ol X
Giai
2

2
Tacd im Yo jim [- A +1J=- livnic . i L

X—»—m X X——x xz X—=—x X

1 1
== Ilm|[1+—|=-]1+ lim — =-1.
JI—!—:&[ ’ xz ] J i X—»—at; xz

vxZ2 +2

D tuyéntdp 3. Tinh lim

xrim X+1 le
') Vén dung. Cho tam giac vuéng OABVv6i A=(a; 0)vaB =(0; 1) '
nhu Hinh 5.5. Budng cao OH ¢6 do dai la h. &

a) Tinh h theo a.

b) Khi diém A dich chuyén vé O, diém H thay déi thé nao?
Tai sa0?

h

O a A x
¢) Khi A dich chuyén ra vo cuwre theo chiéu duong cua truc Ox, Hinh 5.5

diém H thay doi thé nao? Tai sao?
Ay

3. GIG'I HAN VO cu'c CUA HAM SO TAIMOT BIEM

a) Gigi han vé cuc
) #o4. Nhan biét khai niém giéi han vé cuc
1,

Xét ham s6 f(x)=— c6 do thi nhu Hinh 5.6.
X Q

1 r * e »
Cho x, =—, chitng t6 rang f (x,, ) — +x. Hinh 5.6
n

S =

{ 3
Gia str khoang (a; b) chi*a x, va ham so y =f(x) xac dinh trén (a; b)\ { X, |. Ta néi ham
s f(x) co giéi han += khi x — X5 néu véi day so6 (x, ) batki, x, (& b)\ {xo}. X, = Xo.

ta co f(x,) — +, ki hiéu Jl_}rnxﬂf(x)erm.

Tan6i ham s6 f(x) ¢6 gi¢i han —o khi x — Xo, ki hiéu lim f(x)=—c, néu lim [f(x)]=+=.
X—Xq X— X :

9 Vidu 7. Tinh lim |
x—1 Ix — 1|

Giai

Xét ham so6 f(x) 1

T x—1

= ! — +00. Vay lim
|In —1| I—ﬂlX —1|

. Lay day s6 (x, ) bat ki sao cho x,, #1, x, - 1. Khi dé, |x, -1 - 0.

= 400

Do d6 f(x, )



) Hos. Cho ham so f(ﬂ:ﬁ. Véi cac day so (x, ) va (x',) cho béi x, =1+%, 4t =1—%,
tinh lim f(x,)va lim f(x’,).

N—»+x N=p4x

+ Choham sé y = f(x) xac dinh trén khoang (x.; b). Tandi ham s6 f ( x) c6 giéi han +o khi
X — X, vé bén phai néu véi day so (x,) bat ki thod man x, < x, < b, x, — x,, ta co

f(x,) — +x, ki hiéu lim f(x)=+o.
X=Xy

+ Cho ham sbé y = f(x) xac dinh trén khoang (a; x.). Ta n6i ham sé f(x) co gidi han +o
khi x — x, vé bén trai néu voi day sbé (X, ) bat ki thod man a < x_ < x,, x, — x,, ta co
f(x,)—>+x, ki hiéu lim f(x)=+o.

X—Xqg
« Cac gi¢i han mét bén lim f(x)=—w va lim f(x)=—% duoc dinh nghia twong ty.
L X=X X—»Xp

) Vi du 8. Giai bai toan & tinh huéng mé dau.
Giai
Tl cong thire khéi lrong

ta thay m la mét ham s6 cla v, véi tap xac dinh 1a nira khodng [0;c). RS rang khi v tién

2
gan t6i van téc anh séang, tircla v > ¢, tacod |1~ V—z —0. Do dé lim m(v) =+oc, nghia |2
c

V—C

khéi lwong m cda vat tré nén vé cung Ién khi van téc cia vat gan véi van toc anh sang.

» Luyén tap 4. Tinh cac gi¢i han sau:

a) lim 2. b) lim 1
=0 x| x=2 \J2-x
Chu y. Cac gioi han lim f(x)=+w, lim f(x)=+w, lim f(x)=-» va lim f(x)=-» duoc
X¥——an X—— ¥t ¥ ——un

dinh nghia twong tw nhw gidi han cta ham sé f(x) tai vo cyc. Chang han: Ta ndi ham sé
y =f(x), xac dinh trén khodng (a; +x), cb gidi han 1a —«c khi x — +o0 néu voi day so( x,, ) bat ki,
X >avax —» -+, tacof(x,)—> -, kihiéu xirlf(x) =—» hay f(x) - -« khi x - +x.

Mét sé gidi han dac biét:

* lim x" =+ VOI k nguyén duong;

X=»+

« lim x* =400 v6i k 1a s6 nguyén dwong chan;

x-—i =i

+ lim x* =—w0 v&i k la sé nguyén duong lé.

X~
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b) Mot sé quy tac tinh gidi han vé cuc

Chu y cac quy tac tinh giéi han hiru han khéng con ding cho giéi han vé cuc.

Ta cd mét s6 quy tac tinh giéi han cua tich va thwong hai ham soé khi mét trong hai ham s6
doé co gi¢i han vé cuc.

+ Quy tac tim gi6i han cua tich f(x)g(x).

Gia st lim f(x)=L#0va lim g(x)=+x (ho&c ). Khi dé lim f(x)g(x) duwoc tinh theo

X=»Xp X—»Xn X=X

quy tac cho trong bang sau:

lim f li lim f
Jm #{x) Jen g(%) JIm Hx)gix)
150 +a0 +oo
L<0 22 —
-0 00
& g e = f(X]
» Quy tac tim gioi han cua thurong :
g(x)

- - f(x)
x"_'::u f()f] .rll—}n;'lﬂg(X) Déu cﬁa Q(X) KIEEU g(;{)
L +00 | Tuyy K 0
L>0 0 - o~
L <0 0 - -

Cac quy tac trén van dung cho cac treong hop x — x5, X —> X5 , X —> 450 VA X — —x.

: . . X+1
)» Vidu9. Tinh ll_Tu 7
Giai
Ta st dung quy tac tim gi¢i han cua thwong. RO rang, gi¢i han cua tir s "”}, (x+1)=1.
X—»
Ngoai ra, mau sé nhan gia tri dwong v&i moi x = 0 va lim x* =0. Do vay lim 8 ;1 = +a0,
x—0 x=0 x
. , . 1 _ 1
» Vidu1o. Tinh lim va lim .
x—=T X(1—X) 1—11_?:(1—.!')
Giai
: 1 1 1 A . 1 .
Viét =—.—— taco Im —=1>0. Honnuwa Im — =-xo do1-x <0 khi x >1.
x(1-x) x 1-x x>T X x=1"1—X
Ap dung quy tac tim gi&i han cua tich, ta duwoc lim = —00,
x—1" Jf(1 — X)
Li luan twong tw, ta co |im ] = +00,
x-1 X (1~ X)



9 wyéntdps. Tinh lim 2~ va tim 2=,
x—2" X —2 x—=2~ X—2

BAITAP
2_ .}
5.7. Cho hai ham s6 f (x) = al 1 va g(x)=x+1. Khang dinh nao sau day |la dung?
X —
a) f(x)=g(x): b) gnglf(x)zllrglg(x).
5.8. Tinh cac gi¢i han sau:
2
x+2) -4 Jx2+9-
a) L ) b) lim Y2 +29 2
x >0 X x—0 X
1 : Onéut<0 , . o ; , E i e e
5.9. Cho ham s6 H(t)= ol (ham Heaviside, thuwong dwoc dung dé mo ta viéc
néu t>

chuyén trang thai tat/mé cla dong dién tai thdi diém ¢ = 0).

Tinh lim H(t) va lim H(t).
t-—0" t—=0" '

5.10. Tinh cac gi¢i han moét bén:
2

a) lim 2—%; By =" 12
et ¥ S Ny
xRSy
5.11. Cho ham sb g(x) = .
x —2|
Tim lim g(x)va lim g(x).
X—2" x—2"
5.12. Tinh cac gi¢i han sau:
a) lim ——2X, b) lim (Jx3+x+2—x.
X —+on Hx-2+1 X —3-+ar /
5.13. Choham s6 f(x) = - :
(x=1)(x-2)
Tim lim f(x)va lim f(x).
x—2" | X—2"
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