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tinh dao ham cia mét sb s6 so
cAp co ban, ciing nhu ¥ nghla hlnh hoc
va y nghia co hoc ctia dao ham.

CUA g@o HAM
THUAT NGO . KIEN THUC, Ki NANG
- Daohamtaimotdiém : - Nhan biét mot s6 baitoan ddn dén khai niém dao ham.

Nhan biét dinh nghfa dao ham. Tinh dao ham clia mét s6 ham
don gian bang dinh nghia.

« BPaohamtrén mot khoang

+ Heé sb goc cla tiép tuyén
. ; s : + Nhan blet y nghla hinh hoc cia dao ham. Thiét 1ap phwong

Van toc tire tho trinh tiép tuyén cta do thi ham s6 tai mot diém thudc dd thi.
»  Tdc dd bién ddi tire thoi

Véan dung dinh nghia dao ham vao giai quyét mot so bai toan
thwe tién.

Néu mét qua béng dwoc tha roi tu do tir dai quan sat trén san
thwong cla toa nha Landmark 81 (Thanh phé H6 Chi Minh)
cao 461,3 m xubng mat dat. Coé tinh dwoc van téc cla
qua béng khi ndé cham dat hay khéng? (Bé qua sirc can
khong khi).

1. MOT SO BAI TOAN DAN DEN KHAI NIEM BDAO HAM Hinh 9.1. Toa nhé Landmark 81
a) Van tdc tirc thoi cia mot vat chuyén dong thang
) w1 Mét vat di chuyén trén mét dwdng thang (H.9.2). Quang

duong s clia chuyén dong Ia mét ham sé cla thoi gian t, Vit cﬁa}uﬁt Vitri ciia vat
s = s(t) (duoc goi la phuong trinh cta chuyén déng). taithoidiém ¢, taithoidiémt
a) Tinh van téc trung binh cla vat trong khoang théi gian tir _ + + N
fydent. 0 ] = J S
b) Gisi han fim =92 cho ta biét didu gi? s(t)-s(t,)
: Hinh 9.2



b) Cwéng dé tirc thoi

) woz. bién lvong Q truyén trong day dan la mét ham sé cla thoi gian t, c6 dang Q = Q(t).

a) Tinh cwong d6 trung binh ctia dong dién trong khoang thoi gian tir ¢, den t.

b) Gisi han lim Q(fg —?(fu)
’ %0

cho ta biét diéu gi?

Nhan xét. Nhiéu bai toan trong Vat li, Hoa hoc, Sinh hoc,... dwa dén viéc tim gi®¢i han dang

XX X— X,

& d6 y =f(x) la mét ham so da cho.

Gidi han trén dan dén mot khai niém quan trong trong Toan hoc, d6 la khai niém dao ham.

2. PAO HAM CUA HAM SO TAI MOT DIEM

' Cho ham sé y = f(x) x&c dinh trén khoang (a; b) va diém x, e (a: b).

Néu tén tai gi¢i han hiru han

=% X—X,

thi gi®i han d6 dwoc goi la dao ham clia ham sé y = f(x) tai diém x,, ki hiéu bdi f(x,) (hoac
¥(Xp)), tirc la

Fi(x,) = lim JX)=MXo)
X=X X — X,
b )

Chi y. Dé tinh dao ham clia ham sd y =7(x) tai diém x, < (a; b), ta thuc hién theo cac
buwoc sau:
1. Tinh f(x) - f(x, ).

2. Lap va rat gon i s6 T =105
X,

3. Tim giti han Jim 22 =1%)
X%y X — X,

voi X €(8; b), X # X,.

') Vidu 1. Tinh dao ham ctia ham sb y = f(x) = x* +2x tai diém x, =1.

Giai
Taco: f(x)—f()=x* +2x -3 =x* —1+2x -2 =(x-1)(x +3).
Fx)-F(1) _ (x-1)(x+3)
X —1 x-1
Tinh giéi han: lim” ("2 =it
vay f'(1)=4.

Vol x #1, =X+ 3.

=lim(x+3)=4.

¥ —»1

=l



Trong thuwe hanh, ta thudng trinh bay ngan gon nhu sau:

2 2 B
f'(1)=limf(x) f[1):|m(x - x)
x> x_ x—>1 1
i) imc3) -4

Chi y. Dat h=x-x,, khi & dao ham cla ham sé da cho tai diém x, =1 c6 thé tinh
nhy sau:

f'[1):llmf(1+h)_f(1) =|im£(1+ h)?+2(1+h)1_(1?+2) (%) =l mf(xn +h]_f(xﬂ}.
h 30 50 h
:Eﬂ(h +4:,+3) 2 lim(h+4) =4

» Luyén tip 1. Tinh dao ham cua ham sb y = —x* +2x +1 tai
diém x, =1

3. DAO HAM CUA HAM SO TREN MOT KHOANG
) #93. Tinh dao ham f(x,) tai diém x, bat ki trong cac trwdong hop sau:
a) f(x)=c (cla hang sd); b) f(x)= x.

© N

Hamsb y =f (x) dwoc goi la ¢d dao ham trén khoang (a; b) néu nd c6 dao ham f'(x) tai
moi diém x thudc khoang do, ki hiéu la y' = f'(x).

—_______________ & 8 - . . r
/9 Vidu 2. Tim dao ham cta ham sé y = cx’, voi ¢ la hang so. (¢) =0 (x) =%
Giai (u:::.h:z)r = 2cx.

Véi x, batki, ta co:
- ST _
() = lim S8 _ jig SXX) (X4 X)
X=Xo X — Xp X=X X — X,

= ;!!Tuc(x+ X ) =0l + X%y ) =209

Vay ham sb y =cx” (voi ¢ la hang s6) c6 dao ham la ham sé
¥ = 26X

Chi v. Néu phwang trinh chuyén dong clia vatla s = f(t) thi v(t) = f'(t) la van toc tirc thoi
clia vat tai thoi diém ¢,



) Vidu 3. Giai bai toan trong tinh huéng mé dau (bd qua sirc can cta khéng khi va lam tron két
qua dén chir sb thap phan thir nhéat).

Giai
Phwong trinh chuyén dong roi tw do clia qua bong la s = f (1) =% gt® (g la gia toc roi tw do,
lay g =9,8 m/s?). Do vay, van toc clia qua bong tai thdi diém tla v(t) =f'(t) = gt = 9,8t.

Mat khac, vi chiéu cao clia toa nha la 461,3 m nén qua béng sé cham dét tai thdi diém ¢,
voi f(t,) = 461,3. Tir 46, ta co:
4,9312 =4613 <=t = s (giay).
4.9
Vay van toc clia qua béng khi né cham dat |a
4613

1

v(t,)=98t =98 ~ 95,1 (M/s).

) tuyén tip 2. Tim dao ham cda cac ham so sau:
a) y=x"+1; b) ¥ = kx +¢ (v&i k, ¢ la cac hang s0).

4. Y NGHIA HINH HOC CUA DAO HAM
a) Tiép tuyén cua do thiham s
) #e4. Nhan biét tiép tuyén cua dé thi ham sé
Chohamso y = f(x) codothi (C) vadiém P(x,; f(x,)) = (C).
Xét diém Q(x; f(x)) thay @di trén (C) voi x # x,

a) Buwong thang di qua hai diém P, Q dwoc goi la mot
cat tuyén cia db thi (C) (H.9.3). Tim hé sb goc k., cua

: 7 ! »
cat tuyén PQ. Of x X X
b) Khi x — X, thi vi tri ctia diém Q(x; f(x)) trén @b thi (C) Hinh 9.3
thay doi nhw the nao? Hé so goc cua dwong thang
c) Neu diém Q di chuyen trén (C) téi diém P ma k., co6  di qua hai diem (x;; y,) va
gi&i han hiru han k thi cdé nhan xét gi vé vi tri gid¢i han cua (X ¥, ). voi x, = x,, 13
cat tuyén QP? PR s 4
"
3 )
Tiép tuyén clia d6 thi ham s6 y = f(x) tai diém P(x,; f(x,)) l& duong thang di qua P voi
Fix)—Ff(x
hé sé goc k = lim ( 3 x( 0) néu gi&¢i han nay tén tai va hiru han, nghia 1a k =f'(x,).
* o — ﬂ
Piém P goi la tiép diém.
. I




Nhan xét. Hé sb goc cla tiép tuyén clia do thi ham sé y =f(x) tai diém P(x, f(xy)) 1a
dao ham f'(x,).
) Vidua. Tim hé sb gbc cla tiép tuyén clia parabol y = x2 tai diém cé hoanh d6 x, = —1.
Giai
Ta c6 (x2) =2x nén y'(-1) =2-(-1) = -2. Vay hé sb goc cua tiép tuyén cla parabol y = x?

tai diém c6 hoanh d6 x, =-11a k=-2.

w— : . . e , . L . 1
) Luyén tip 3. Tim hé sé gbc cla tiép tuyén clia parabol y = x2 tai diém c6 hoanh @b x, = 5
b) Phuong trinh tiép tuyén
) u05. Cho ham sé y = x* c6 dé thi la dwong parabol (P).
a) Tim hé sb goc cla tiép tuyén cua (P) tai diém co6 hoanh @b x, =1.
b) Viét phwong trinh tiép tuyén do.

Tl y nghia hinh hoc cia dao ham, ta rut ra két luén sau:

Néu ham s6 y = (x) c6 dao ham tai diém x, thi phwong trinh tiep tuyén clia do thi ham so
tai diém P(x,yo) 18 y -y, = (% )(x = X,), trong d6 y, = f(x,).

L

) Vi du 5. Viét phurong trinh tiép tuyén clia parabol (P): y = 3x? tai diém c6 hoanh @ x, = 1.
Giai
Tl Vi du 2, ta c6 y' =6x. Do do, hé s6 goc cua tiép tuyén l1a k = (1) =6. Ngoai ra, ta co
f(1) =3 nén phwong trinh tiép tuyén can tim 1a y -3 =6(x -1) hay y =6x - 3.

) Luyén tdp 4. Viét phuong trinh tiép tuyén cla parabol (P): y = -2x tai diém c6 hoanh d6
Xy =—1.

') Vin dung. Ngudi ta xay dung mét cay cau vwrot giao théng hinh parabol néi hai diém cé
khodng cach |a 400 m (H.9.4). Pé dbéc cGa mat cau khéng vwot qua 10° (dd déc tai mét
diém duoc xac dinh béi goc gilra phuong tiép xtc véi mat cau va phuwong ngang nhuw
Hinh 9.5). Tinh chiéu cao gi¢i han tir dinh cau dén mat dwong (I1am tron két qua dén chir sb
thap phan thr nhat).

Hinh 9.4. C4u vuot thep trén duong Nguyén Van Cu, Hinh 9.5
Ha Néi (Anh. cand.com.vn)



Huwdng dan. Chon hé truc toa dé sao cho dinh cau la gbc toa dé va mat cat cha cay cau ¢
hinh dang parabol y =-ax” (véi a la hang s6 duwong). Hé s gbc xac dinh dé déc clia mét
caula k = y' = —2ax, —200 < x < 200.

Do d6, |kl = 2alx| < 400a. Vi 6 déc clia mat cau khéng qua 10° nén ta cd: 400a < tan 10°.
Tl d6 tinh dwoc chiéu cao gidi han tir dinh cau dén mat dudng.

BAI TAP

9.1

9.2.

9.3.

9.4.

9.9.

Tinh (bang dinh nghia) dao ham cla cac ham sé sau:

a)y=x°-xtai x;=1; b) y=-x> tai x,=-1.

Str dung dinh nghia, tinh dao ham cua cac ham sé sau:

a) y = kx” + ¢ (voi k, ¢ la cac hang sb); b) y = x°.

Viét phuwong trinh tiép tuyén cta parabol y = —x° + 4x, biét:

a) Tiép diém co6 hoanh do x, =1;

b) Tiép diém co tung do y, = 0.

Mot vat dwoc phong theo phwrong thang dirng 1én trén tir mat dat vai van tée ban dau
la 19,6 m/s thi d6 cao h cua no (tinh bang mét) sau f giay dwoc cho béi cong thirc
h=19,6t—4,9t". Tim van toc cua vat khi né cham dat.

Mot ki sw thiét ké mét dwong ray tau lwon, ma
mat cat cia né gdbm mét cung dwong cong co
dang parabol (H.9.6a), doan déclén L, va doan
doc xudng L, 1a nhirng phan dwong thang co
hé sé goc lan lwot la 0,5 va -0,75. Dé tau luon
chay ém va khong bi d6i huéng dot ngét, L, va
L, phai la nhirng tiép tuyén ctia cung parabol
tai cac diém chuyén tiép P va Q (H.9.6b). Gia W |
str goc toa do dat tai P va phuwong trinh cua Hinh 9.6a

parabol la y=ax’+bx+c¢, trong d6 x tinh
bang mét.

a) Timc.
b) Tinh y'(0) vatim b.

c) Gia s khoang cach theo phwong ngang
gitaPvaQlad0m. Tim a.

d) Tim chénh |&éch @6 cao gilra hai diém chuyén p /\

tiép P va Q. '\Q

Hinh 9.6b



» Em c6 biét? -«
Gia st y 1a mét dai lwong phu thudc vao mét dai lwong thay ddi x khac. Khi do, y 1a mét
ham sé cua x va ta viét y = f(x). Néu x thay ddi tir x, dén x, thi sy thay ddi cta x (con
goi 1a sé gia cla x) 1a Ax = x, — x, va su thay déi twong (rng ctia y1a Ay = f(x,)-f(x).
) flx,)-f(x
T|56ﬂy:(2) (1)
AX X5 — X,
[X,:x,]. Gigi han cta ti sé nay khi x, —x, (hay khi Ax — 0) goi 1a téc d6 thay dbi turc thoi

goi la tbéc dd thay ddi trung binh cla y d6i voi x trén doan

cta y doi voi x tai x = x..
Nhuw vay, dao ham f(a) la toc dd thay ddi tire thdi cla dai lwong y = f(x) dbi voi x tai x = a.

N6i riéng & trong kinh t&, néu C(x) la tong chi phi khi san xuat x don vi hang hoa nao
dé va R(x) la s6 tién thu dwoc khi ban x don vi hang hoa dé thi P(x)= R(x) - C(x) Ia
phan loi nhuan (rng voi x don vi hang hoa. Cac nha kinh té goi téc d6 thay ddi trc thoi
cha chi phi theo s6 Iwvong san pham duwoc san xuat la chi phi bién:

mc(x)= llmg% =C'(x).

Lay Ax =1 va véi sb nguyén dwong n dd 16n (dé Ax twong dbi nhd so véi n), ta co:
C'(n)=C(n+1)-C(n).

Vi vay, chi phi bién dé san xuat n don vi san pham la chi phi san xuat mét don vi san
pham tiép theo (don vi san pham thir n+1). Twong tw, loi nhudn bién khi san xuét n don
vi $4n pham la phan loi nhuén thu dwoc khi sén xuat don vi san pham tiép theo. Dé toi
da hod lgi nhuén, cong ty sé tiép tuc san xuat khi x chua dat dén diém x, ma & do loi
nhuan bién bang 0. Khi x < x,, loi nhuén bién dwong va do d6 loi nhuan cé thé tang khi
tiép tuc san xuat. Khi x > x,, loi nhudn bién am va loi nhudn c6 thé dworc gilr & mire cao
hon néu san xuat it di.

(Theo Stewart, Calculus, Nha xuét ban Cengage Learning)



