CHUONG |
UNG DUNG DAO HAM DE

KHAO SAT VA VE PO THI HAM sO

Trong chwong nay chung ta
&ng dung dao ham dé khao
sat su bién thién, vé dé thi cta
ham sé va gidi quyét nhirng
van dé thuec tién lién quan.
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Piém EL_F_E tidu

Piém cuc tiéu

TINH PON PIEU VA CUC TRI
CUA HAM SO

THUATNGD' | KIEN THUC, KINANG
+ Bang bién thién | + Nhan biét tinh déng bién, nghich bién ctia m6t ham sé trén m6t khoang

. Dbng bién :  dwa vao ddu dao ham cip mét clia no.

- Nghich bién « Thé hién tinh déng bién, nghich bién ctia ham s6 trong bang bién thién.
. Cyc dai .+ Nhén biét tinh don di¢u cia ham s¢ thong qua bang bién thién hodc
. Cuie tidu ; thdng qua hinh anh hinh hoc cua do thi ham so.

. Cuctri « Nhén biét diém cwc tri, gia tri cwe tri cla ham so théng qua bang

bién thién hoac théng qua hinh anh hinh hoc cta do thi ham so.

Xét mét chat diém chuyén ddng trén mét truc s6 nam ngang, chiéu duong tir trai sang phai
(H.1.1). Gia str vi tri s(f) (mét) cGa chat diém trén truc s6 da chon tai thdi diém ¢ (giday) duoc
cho b&i cong thirc

s(t)=t -9t* +15t,t > 0.

Haéi trong khoang théi gian nao thi chat diém chuyén déng sang phai, trong khoang thdi gian
nao thi chat diém chuyén déng sang trai?

} : >
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Hinh 1.1




1. TiNH PO'N PIEU CUAHAM SO V4

4. J
a) Khai niém tinh don diéu cia ham sd \ 34 y=x
) uo1. Nhén biét tinh déng bién, nghich bién cua ham s6 \ 24
Quan sat dé thi ctia ham sé y = x° (H.1.2). x \1 11
a) Ham s6 dong bien trén khoang nao? T 28 v 5 ok
b) Ham s6 nghich bién trén khodng nao? Hinh 1.2
i 3

Gid str K 1a mét khoang, mét doan hodc mét nira khoang va y = f(x) 1a ham sé xac dinh
tren K.

+ Ham s6 y = f(x) dwoc goi la dong bién trén K néu ¥x,, x, € K, X, < x, = f(x,) <f(x,).

« Ham s0 y = f(x) dwoc goi la nghich bién trén K néu vx,, x, e K, x, < x, = f(x,) > f(x,).
\ >

Chuay
« Néu ham s6 dong bién trén K thi d6 thi cia ham sé di /én ti tréi sang phai (H.1.3a).
Néu ham sé nghich bién trén K thi @6 thi clia ham sé di xudng tir trai sang phai (H.1.3b).
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a) Ham sé dong bién trén (a; b). b) Ham s6 nghich bién trén (a; b).

Hinh 1.3
+ Ham sé dong bién hay nghich bién trén K con dwoc goi chung la don diéu trén K. Viéc tim
cac khoang déng bién, nghich bién cia ham sé con dwoc goi la tim cac khoang don diéu
(hay xét tinh don diéu) cdia ham s6.
+ Khi xét tinh don diéu chia ham sé ma khéng chi ré tap K thi ta hiéu la xét trén tap xac dinh
clia ham sé do.

\ vt Y
9 Vidu1. Hinh 1.4 1a db thi clia ham sé y = f(x) = |x|. Hay tim %: g
cac khoang déng bién, khoang nghich bién cia ham s6. //
Giai 5 >
Tap xac dinh ctia ham s6 la R. Hinh 1.4
Tlr d6 thi suy ra: Ham s6 d6ng bién trén khoang (0; + =), }2" ¢ |
nghich bién trén khodng (—; 0). /\ JIII
f?“" |
3 tuyén t3p 1. Hinh 1.5 13 @b thi clia ham sb y = x* —3x? + 2. 1\ |
Hay tim cac khoang déng bién, khoang nghich bién cla 5 1] O 4\ 12/ x
ham sé. T \ i
b
e et +




} #b2. Nhan biét méi quan hé giira tinh don diéu va dau 3+ Va
cua dao ham ! 2

(—x néu x < -1
Xét ham sé y=41 néu-1<x<1¢cod doéthi nhw Hinh 1.6.
X néu x > 1 -3

s e — o —
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Hinh 1.6

a) Xét dau dao ham cla ham so trén cac khoang (—oo; —1), (1 + ). Néu nhan xét vé
modi quan hé gilra tinh ddng bién, nghich bién va dau dao ham clGa ham sé trén méoi
khoang nay.

b) Cé nhan xét gi vé dao ham y'va ham sé y trén khoang (-1; 1)?

f Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén khoadng K.

a) Néu f'(x) > 0 v&i moi x € K thi ham s6 f{x) déng bién trén khoang K.

 b) Néu f'(x) <0 véi moi x € K thi ham s0 f(x) nghich bién trén khoang K. )

Cha y
Ngudi ta chirng minh dwoc rang:

« Néu f'(x)=>0 (f'(x)< 0) véi moi x e K va f'(x) =0 chi tai mot sé hiru han diém cla K thi
ham s6 f(x) dong bién (nghich bién) trén khoang K.

» Néu f'(x)=0 v&i moi x € K thi ham s f(x) khéng ddi trén khoang K.
) Vi du 2. Tim cac khodng dong bién, khoang nghich bién ctia ham sé y = x> —4x + 2.
Giai
Tap xac dinh cGa ham so 1a R.
Taco y'=2x-4;y'>0 voixe(2 +=); y' <0 v0Oi xe(—=; 2).

Do d6, ham sb dong bién trén khoang (2; + ), nghich bién trén khoang (—; 2).

Luyén tip 2. Tim cac khoang doéng bién, khoang nghich bién ctia ham sé y = —x° +2x + 3.
» Luyén tdp g dong gng

b) Sir dung bang bién thién xét tinh don diéu cia ham sé
) woz. Xét tinh don diéu cua ham sé bang bang bién thién

Choham sb y =f(x)= x> —3x% + 2x + 1.

a) Tinh dao ham f'(x) va tim cac diém x ma f'(x) = 0.

b) Lap bang bién thién ctiia ham s, tirc 1a 1ap bang thé hién dau clia dao ham va sy déng
bién, nghich bién cla ham sbé trén cac khoang twong (rng.

c) Néu két luan vé khoang déng bién, khodng nghich bién ctia ham sé.



Chu v. Cac budc dé xét tinh don diéu cia ham sé y = f(x):

1. Tim tap xac dinh cGa ham sé.
2. Tinh dao ham f'(x). Tim cac diem x (i=1,2,..) ma tai o dao ham bang 0 hoic khéng
tén tai.

3. Sap xép cac diém x, theo thir tw tdng dan va 18p bang bién thién ctia ham so.
4. Néu két luan vé khoang dong bién, khoang nghich bién ctia ham sé.

X° —-2x+5

) Vi du 3. Tim cac khoang don diéu ciia ham sb y = =

Giai

Tap xéc dinh clia ham sé 1a R \ {1}.

(2x-2)(x-1)—(x*-2x+5) x2_2x-3
(x—1)° ) (1)

Lap bang bién thién ctia ham sé:

Taco: y' = Y’ =0 x=-1hoac x = 3.

Tt bang bién thién, ta co:
Ham s6 dong bien trén cac khoang (—«; —1) va (3; + ).

Ham s6 nghich bién trén cac khoang (-1; 1) va (1, 3).

) Vi du 4. Xét chiéu bién thién ca ham sé y = 2— f
X +
Giai __
) Viéc tim cac khoang
Tap xac dinh cliia ham so 1a R\ {-1}. ddng bién, nghich bién
(x N 1) _ (x _2) 3 cﬂia ham s‘ﬁu cf?n ﬂLPF_}’G
Taco: y' = — = >0, v&i moi x # 1, n6i gon la xét chieu
(x+1) (x+‘|) bién thién cua ham so.
Lap bang bién thién ctia ham sé:
X —C -1 400
' + -
; / -

Tlr bang bién thién, ta co: Ham s dong bién trén cac khoang (—ow; — 1) va (—1; + ).



» Luyén tip 3. Tim cac khoang don diéu clia cac ham soé sau:

2
8) Y =X 432 45X 42 B e LKL
3 X — 2 _ _
% - Chat diém chuyén dong
» Van dung 1. Giai bai toan trong tinh hudng mé dau bang cach theo chiéu dwong khi
thwe hién lan lwot cac yéu cdu sau: van toc v(t) > 0.

a) Theoy nghia co hoc ctia dao ham, van toc v(f) 1a dao ham
cua s(f). Hay tim van toc v(f).

b) Xét dau ctia ham v(f), tlr d6 suy ra cau tra 1oi.

2.CUCTRICUAHAMSO
a) Khai niém cyc tri cia ham sé ‘
, Y
) #84. Nhan biét khai niém cwc dai, cwc tiéu cua ham sé T .'{

Quan sat d6 thi cta ham s6 y = x* + 3x* —4 (H.1.7). Xétdau — If 5
dao ham cGa ham s6 da cho va hoan thanh cac bang sau = / « "1 W I,Iﬁ *"f
Vao vo: | \'%\ i |

x [-3 ~2 -] X |1 0 1 | \;";2-'

yl| 2 0o 2 vl § £ / Kﬁ

y ? y -2 0 | /

P / \ 5 \? e | Y
Hinh 1.7

Téng quat, ta c6 dinh nghia sau:

= = = == = L = == = = — = === = L e = == —

' Cho ham sé y = f(x) xac dinh va lién tuc trén khoang (a; b) (a co thé 1a —x, b co thé 1a +x) k

va diem x, (a; b).

« Néu ton tai sé h > 0 sao cho f(x) < fix,) v&i moi x € (x, - h; X, + h)=(a; b) va x # x, thi
ta néi ham so f(x) dat cuc dai tai x,,

« Néu ton tai s6 h > 0 sao cho f(x) > f(x,) véi moi x (x, —h; x, + h) = (a; b) va x # x, thi
ta n6i ham so f(x) dat cue tiéu tai x..

, o

Chuy

» Néu ham sé y = f(x) dat cyc dai tai x, thi x, dwoc goi la diém cuc dai ciia ham sé f(x).
Khi d6, fix,) dwoc goi la gia tn cuc dai cua ham sé f(x) va ki hiéu 13 f., hay y...
Biem M,(x,; f(x,)) dwoc goi la diém cuc dai cta do thi ham so.

+ Néu ham so y = f(x) dat cuc tiéu tai x, thi x, dwoc goi la diém cuc tiéu ctia ham so f(x).
Khi do, fix,) dwoc goi la gia ti cuc tiéu cia ham so fix) va ki hiéu la f.. hay y,_..
Diém M,(x,; f(x,)) duoc goi la diém cuc tiéu clia @b thi ham sé.

+ Cac diém cuc dai va diém cuc tiéu dwoc goi chung la diém cuc tri. Gia tri cuc dai va gia
tri cwe tiéu dwoc goi chung la gid tri cuc tri (hay cuc tn) cia ham sb.



) Vidu 5. Hinh 1.8 1a d6 thi cGa ham so6 y = f(x). Hay tim 'i 1 I
cac cuc tri ctia ham sé. | P
| b+ l
. 3. |
Giai | s |
Tir @6 thi ham sé, ta co: | 44
f
Ham sé dat cuc tiéu tai x =-1vay. = y(-1) =2, \ }*x\j
!
; oz : v 1R
Ham sbé dat cuc dai tai x = 0 va Yep = ¥(0) = 3. ! = .
I - S
Ham s6 dat cuc tiéu tai x =1 vay., = y(1) = 2. o E L
S50 1 5 3
Hinh 1.8
Y4 |
i - * % £ I
) Luyén tip 4. Hinh 1.9 1a do thi cia ham so y = f(x). 6T r.'
Hay tim cac cwc tri ctia ham séb. qz._‘f’"-
N
12\ |/
II I
| | 1N/
i | | | | I
3 b 10 1 2 3 x
| |
Hinh 1.9

b) Cach tim cyc tri cia ham so

) 1#95. Nhan biét cach tim cwc tri cua ham sé

Cho ham séy=%x3—3f+8x+1.

a) Tinh dao ham f'(x) va tim cac diém ma tai dé dao ham f'(x) bang 0.
b) Lap bang bién thién ctia ham sé.

¢) Tir bang bién thién suy ra cac diém cuwc tri ciia ham sé.

' Gia str ham sé y = f(x) lién tuc trén khoang (a; b) chira diém x, va c6 dao ham trén

cac khoang (a; x,) va (x,; b). Khi do:

a) Néu f'(x) <0 voi moi x e(a;x,) va f'(x)>0 v6i moi x & (x,; b) thi x, 1a mét diém
cwe tiéu clia ham sé f(x).

b) Néu f'(x)>0 voi moi x e(a; x,) va f'(x) <0 v&i moi x e(x,; b) thi x, 1a mét diém
cwc dai ciia ham sob f(x).

L
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Y
Giai thich vi sao néu f'(x) khong d6i dau khi x qua x,, thi x, khéng phai 1a diém cyc tri cla

ham sé f(x).

Khung kién thirc trén dwoc viét gon lai trong hai bang bién thién sau:

X |a X, b

F(x) = +
— >
f(x) > X)) -
(Curc tiéu)

x |a X, b

f(x) + -
fx)

fix) //(Cl,rc dai)

Cha v. Cac buéc tim cwe tri cia ham s6 y = f(x):
1. Tim tap xac dinh cGa ham sé.

2. Tinh dao ham f'(x). Tim cac diém ma tai d6 dao ham f'(x) bang 0 hoac dao ham khéng
tén tai.

3. Lap bang bién thién cta ham so.
4. Tlr bang bién thién suy ra cac cue tri cta ham sé.

) Vidu 6. Tim cuc tri cla ham sé y = x° — 6x* + 9x + 30.
Giai
Tap xac dinh ctia ham sb la R.
Tacod: y'=3x*-12x+9; y'=0 < x=1hodc x = 3.

Lap bang bién thién clia ham sé:

X —o0 1 3 +20

y' + 0 — 0 +

y 34 / +a0

s / \ 30
Tlr bang bién thién, ta co: ya %
if I|
Ham s dat cuc dai tai x = 1va y,., = y(1)=34. 2+ &
Ham s6 dat cuc tiéu tai x =3 va y,. = y(3) = 30. 1 h‘/
y

Chu v. Néu f'(x,) =0 nhung f'(x) khéng @i dau khi x qua 37 T &
x, thi x, khéng phai la diém cyc tri ciia ham s6. Chang han, 44
ham sb y =f(x)=x* ¢6 f'(x)=3x%, f(0)=0, nhung x = 0 f
khéng phai la diém cuwe tri ciia ham s6 (H.1.10). Hinh 1.10

"



X -2x+9

» Vidu7 Tim cuc tri ciaham sé y = —

Giai
Tap xac dinh cliaham sé la R \ {2].

(2x-2)(x-2)-(x* -2x+9) X2 -4x-5
(x-2) (x-2)
Lap bang bién thién clia ham sé:

Taco: y'=

, ¥'=0 < x=-1hoac x =5.

. -1 2 5 o0

y + 0 - - 0 +

y -4 +30 +a0
B //—' \ B \ 8 /

Tl bang bién thién, ta cé:
Ham sé dat cuc daitai x = -1va y., = y(-1) = -4.
Ham so dat cuc tieu tai x=5va y., = y(5)=8.

r - . = - A x+1
P Vidu8. Tim cuc tri cua ham so y =1
x_
Giai
Tap xac dinh ctia ham sé 1a B\ {1}.

(x=1)—-(x+1) -2

Taco: y' = : e
(x - 1)f (x=1)

=<0, voimoi x #1.

Lap bang bién thién clia ham sé:

X —a0 1 +00
y' & =
y |1 +20 =
\ o ‘]
_1'-.

Tl bang bién thién suy ra ham sé khéng cb cuc tri.

) Luyén tip 5. Tim cwc tri cta cac ham sé sau:

¥ +2x—1
a)y=x"-3x"+1 o . :
)y ) ¥ TG

) Vin dung 2. M6t vat dwoc phoéng thang dirng 1én trén tir d6 cao 2 m véi van téc ban dau la
24,5 m/s. Trong Vat li, ta biét rang khi bé qua sirc can cta khéng khi thi dé cao h (mét) cla
vat sau f (giay) duoc cho boi céng thire

h(t)=2+ 24,5t - 4,9¢t°.
Haéi tai thoi diém nao thi vat dat d6 cao I&n nhéat?

12



BAITAP

1.1. Tim cac khoang dong bién, khoang nghich bién ctia cac ham sé c6 dé thi nhw sau:

a) D6 thi ham sb y = x° -%x? (H.1.11);

b) D6 thi ham sb y = J(xﬂ ~4)E (H.1.12).

V4
v P\ /
2 f \ /
.-"'f._.- I
/ >, 2-\
x f/ |
1 J'f \ / \
/ 1 /
/ \ / \x /
—1 0 . 1 fg 2 X —2 -1 0O 2 3 X
/ 1} e
2 14
/4]
Hinh 1.11 Hinh 1.12

1.2. Xét sy déng bién, nghich bién cla cac ham so sau:
a) y=%x3 et 4 3x+ 4

1.3. Tim cac khoang don diéu cua cac ham sé sau:

x* +x+4
a = : b = ’
)y X + 2 H X-3

1.4. Xét chiéu bién thién clia cac ham sé sau:

a) y =V4-x; b) ¥ =—

X2 +1

1.5. Gia s s6 dan ctia mét thi trdn sau f nam ké tir nam 2000 dwoc mé ta bdi ham sé

:25t+10
t+5

N(t) t>0,

trong d6 N(f) dwoc tinh bang nghin nguéi.

a) Tinh sé dan cua thi tran dé vao cac nam 2000 va 2015.

b) y =—x®+2x* —5x+3.

b) Tinh dao ham N'(t) va lim N(t). Tir 46, gidi thich tai sao s6 dan cua thi tran d6 ludn tang

nhwng sé khéng vuot qua mét ngwéng nao do.
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1.6. Do thi clia dao ham béac nhat y = f'(x) ciia ham soé f(x) dwoc cho trong Hinh 1.13.
a) Ham sé f(x) dong bién trén nhitng khoang nao? Giai thich.

b) Tai gia tri nao cla x thi f(x) cé cwe dai hoac cuc tiéu? Giai thich.

yh

Hinh 1.13

1.7. Tim cuwe tri ctia cac ham sé sau:

a)y =2x" -9x° +12x - 5; b) y=x*-4x*+2;
2
C}F:x x2j€|l3: d)y:\/4x—2x2.

1.8. Cho ham sé y = f(x) = |x|.

a) Tinh cac i han lim JX1=1Q) o g TX)—1O0)
i a0 }f—ﬂ X 0 I*G

Tl d6 suy ra ham sé khong cé dao ham tai x = 0.
b) S&r dung dinh nghia, chirng minh ham s6 co cuc tiéu tai x = 0 (xem Hinh 1.4).

1.9. Gia str doanh s6 (tinh bang s6 san pham) cia mét san pham méi (trong vong mét so
nam nhét dinh) tuan theo quy luat logistic dwo'c mé hinh hoa bang ham sé
5000

f(t)= :
®) 1+ 5e™"

t=0,

trong @6 thoi gian t dwoc tinh bang nam, ké tlr khi phat hanh san pham maéi. Khi do,
dao ham f'(t) sé biéu thj tbc dd ban hang. Héi sau khi phat hanh bao nhiéu nam thi téc dé
ban hang la I&én nhat?



