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KHAO SAT SU BIEN THIEN

VA VE DO THI CUA HAM SO

THUATNGD* | KIEN THU'C, Ki NANG
+ Chiéu bién thién : « M6 ta so dd tbng quat dé khao sat ham sé (tim tap xac dinh, xét chiéu

. Bang biénthien :  bién thién, tim cyc tri, tim tiém can, 1ap bang bién thién, v& dé th).

- Cuctr .+ Khdo sat tap xac dinh, chiéu bién thién, cwc tri, tiém can, bang bién
« Tiém can . thién va vé do thj ciia cac ham so: ham béc ba, ham phén thirc hiru i
. D thi ;  dongian.

. Tam dbi xitng : » Nhan biét tinh déi x(rng (truc doi xirng, tam doi xing) cia do thj cac

o ham so trén.
« Tryc ddi xirng

Mét don vi san xuét hang tiéu dung wéc tinh chi phi dé

san xuat x don vi san pham la C(x) = 2x + 45 (triéu déng). "
Khi @6, chi phi trung binh cho méi don vi san pham 1a
y=Ff(x)= %ﬂ- Hay giai thich tai sao chi phi trung binh y=fix)= Eii}
giam theo x nhwng luén I&n hon 2 triéu déng/san pham.
Piéu nay thé hién trén dd thi cia ham sé y = f(x) trong ; = >
Hinh 1.27 nhw thé nao? |
Hinh 1.27

1. SO PO KHAO SATHAM SO

) #01. Lam quen véi viéc khao sat va vé do thi ham sé
Cho ham sé y = x* — 4x + 3. Thuc hién lan lvot cac yéu cau sau:
a) Tinh y' va tim cac diém tai d6 y'= 0.
b) Xét dau y’' dé tim cac khoang dong bién, khoang nghich bién va cuc tri cia ham sé.
¢) Tinh lim y, lim y va lp bang bién thién cia ham so.

Xy 00 X |1

d) V& d6 thi clia ham s6 va nhan xét vé tinh doi xirng ctia do thi.

So d6 khao sat ham sb y =f(x):

1. Tim tap xac dinh cda ham sb.

2. Khao sat su bién thién ciia ham so:
« Tinh dao ham y". Tim cac diém tai d6 y' bang 0 hoac dao ham khéng tdn tai.
« Xét dau y' dé chi ra cac khoang don diéu cia ham so.
« Tim cuc tri cta ham so.
« Tim céc giéi han tai vd cuc, gidi han vé cuc va tim tiém can ctia do thi ham sé (néu cb).
» Lap bang bién thién cta ham sé.

3. V& db thi ctia ham sb dwa vao bang bién thién.




Cha v. Khi vé @b thi, nén xac dinh thém moét sé diém dac biét cta dd thi, chang han tim
giao diém cua do thi véi cac truc toa dd (khi co va viéc tim khéng qua phire tap). Ngoai ra,
can lwu y dén tinh déi xirng clia do thi (d6i xirng tam, ddi xirng truc).

2. KHAO SAT VA VE PO THIHAM SO PATHUC BACBA

Trong muc nay, ta str dung so d6 tong quat & Muc 1 dé khao sat sw bién thién va vé do thi
ctia ham sé bac ba.
) Vidu 1. Khao sat sy bién thién va vé db thi chaham sé y = —x* + 3x° - 4.

Giai

1. Tap xac dinh cta ham s6 1a R.

2. Su bién thién:

« Tacod: y'=-3x°+6x. Vay y'=0khi x =0 hodc x =2.

- Trén khoang (0; 2), y' >0 nén ham s6 dong bién. Trén cac khoang (—; 0) va (2+ «),
y' <0 nén ham sé nghich bién trén méi khoang do.

» Ham sé dat cuc tiéu tai x =0, gia tri cuc tiéu y,.. = 4. Ham sb dat cyc dai tai x =2,
gatricucdai y., =0.

. . . 3 4 i . g 3 4
 Gi&ihan tai vé cuc: lim y = lim xg[—1+———3]=+:=:a; lim y = lim x° —1+———J=—:ﬁ.
XNy ¥ aon X x X pun Kok | ,\ }‘i'

+ Baéng bién thién:

X —0 D 2 0

y' - 0 B 0 -

3. Do thi (H.1.28):

, : , : | ¥1
» Giao diém cua do thi ham so6 v&i truc tung la diém (0; —4). \
i
|
¢ TacOly=0-x*+3x°-4=0-(x-2P(x+1)=0 x=-1 ) T
: : , s 4l O f"\
hoac x = 2. Do do giao diém cua do thi ham s6 v&i truc hoanh %=1 5\ 1 1: / 2 :
la cac diém (-1; 0) va (2: 0). | ol _M H‘.l
+ Db thi ham sé c6 tam dbi xirng 1a diém (1; -2). K /
\
Chu v. D6 thi cia ham sé bacba y = ax® + bx? + cx + d (a # 0): P
+ C6 tam dii xirng la diém c6 hoanh d6 thod méan y’ =0, Hinh 1.28
hay x = ——;
d 3a

« Khoéng co tiém can.



) Vi du 2. Khao sat sy bién thién va vé db thi ciia ham sé y = x° - 2x° +2x -1.
Giai
1. Tap xac dinh clia ham sé 1a R.
2. Su bién thién:
« Taco: y'=3x*—-4x+2.Vay y' >0 v&imoix € R.
+ Ham s6 ddng bién trén khoang (—; + ).
« Ham so6 khdng co cwc tni.

« Gidihantaivécye: lim y = lim x3(1—g+ £ 13)=—-:n;

X—— X—¥—30 x‘ x x
; ; 2 Z2 1
lim y=limx|1-2+=— = 40,
X :n.ny ¥y jen ( X XE xﬂ]
+ Bang bién thién:
X —0 o0
' it
- U
&
—{D
24
3. D6 thi (H.1.29): |
. Giao diém cla dé thi ham sé véi truc tung 1a diém (0: —1). | /
+ Taco y=0<x°" -2x* +2x-1=0 5 %
S (x-1N(x*-x+1)=0< x=1. —:‘; 7 __?i/q/ > ;
Do d6 giao diém cia dé thi ham sé v&i truc hoanh fa ?: ¥
diém (1; 0).
+ P thi ham sé co tam dbi xirng 1a diém [%—%] +9
Hinh 1.29

) Luyén tip 1. Khao sat sy bién thién va vé do thi ciia ham so6 y = -2x° + 3x* - 5x.

3.KHAO SAT VA VE PO THIHAM SO PHAN THU'C HU'U Ti

Trong muc nay, ta st dung so dd tong quat & Muc 1 dé khao sat sy bién thién va vé
d6 thi cia mét s6 ham phan thire hivu ti don gian.

i : ax+b
a) Ham sd phan thirc y = [c20,ad-bc=0)
cx+d
) Vidu 3. Khao sat sy bién thién va vé dé thi cia ham sé y = :+;

Giai

1. Tap xac dinh cia ham sé la R\ {2}.
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2. Sw bién thién:

¢« Taco: y'=- <0 voimoi x # 2.

(x-2)
» Ham sb nghich bién trén tirng khoang (-; 2) va (2; +x).
+ Ham s6 khéng cé cuc tri.

" ; , . X+1 : . X+1
« Tiémcan: lim y= lim =—o0; lim y = lim = +o0;
x—2 x=2 X—2 x—2' x-32" X —
. . X+1 . . X+1
lim y = lim =1; Iim y = lim =1

X—» 90 Xbtm ¥ — 2 X—3—o0 X ¥ —

Do db, do thi cia ham sbé cb tiém can ding la dwéng thang x = 2, tiém can ngang la
duwdng thang y = 1.

+ Bang bién thién:

X - 2 a0

r

y g =

¥ 1% s
\ - \ -

3. D6 thi (H.1.30):

Ya
. Giao diém ctia dd thi ham sé voi truc tung l1a 61 ".
!
diém [0;-1]. % \
2 9 Ny,
; ¥ 2 2 N & z oy 4 : Yy = 1 / —
« Giao diém cua do thi ham so6 voi truc hoanh la =
¥ . : : e t =
dlém {_"1, D}. _ﬁ _4 _2 _1 'ﬂ{:} 2 4 Ei 8 X
+ Db thi ham sé nhan giao diém /(2; 1) cla hai RYE
dwdng tiém cén lam tdm d6i xirng va nhan hai 41 "', =
dwong phan giac cua cac goc tao béi hai dwong l
tiém can nay lam cac truc doi xirng. Hinh 1.30

ax+b

Chu y. D6 thi cla ham s phan thirc y =
cxX +d

(c+0,ad—-bc+0):

+ Nhén giao diém cuda tiém can dirng va tiém can ngang lam tam déi xing;

+ Nhan hai dwdng phan giac clia cac goc tao bdi hai dwong tiém can nay lam céc truc dbi xirng.

) Luyén tip 2. Gidi bai toan & tinh hubéng mé dau, coi f(x) |a ham sé xac dinh véi x = 1.

) Vin dung. M6t bé chlra ban dau cé 200 lit nwéc. Sau do, cr méi phut ngudi ta bom thém
40 lit nwd'e, ddng thoi cho vao bé 20 gam chat khir trung (hoa tan).

a) Tinh thé tich nwéc va khéi lwong chat khir tring cé trong bé sau t phat. Tl d@6 tinh nong
dé chat khir tring (gam/lit) trong bé sau ¢ phtit.



b) Coi ndng d6 chat khir trung la ham sé f(t) voi f = 0. Khao sat sw bién thién va vé ad thi
clia ham sb nay.

c) Hay giai thich tai sao nong dé chat kh(r tring tang theo t nhung khéng vwot nguéng

0,5 gam/lit.
el [ ax2+bx+= * v

b) Ham sd phan thirc y = — [a= 0, p= 0, da thirc tir khéng chia hét

cho da thirc méu)

" 5 . . om sk . . £ XZ—X—1
) Vidu 4. Khao sat va vé do thi cuaham so y = B

x_

Giai

1. Tap xac dinh cia ham sé 1a R \ {2}.

2.Subiénthién:'u’iéty=x+1+H12.

= 2
. Tach Y =1-—mm = sy o S SERIT G oo k=3,
(x-2)  (x-2) (x-2)

Trén cac khoang (—«; 1) va (3; + o), y' >0 nén ham so dong bién trén tirng khoang nay.

Trén cac khoang (1; 2) va (2; 3), ¥’ <0 nén ham so nghich bién trén tirng khoang nay.

Ham sé dat cyc dai tai x = 1v6i ¥, =1; ham sé dat cyc tiéu tai x =3 voi Y., = 5.

1 1 1
; Lt L X | _ XP=x=-1 x
lim y = lim = lim =—0,; limy=Im = lim =+00.
X » g I X 3w 1 2 X i X 3 ¥ Xy 1 2
X X

X =1=

!
Tiém can: Iimy=|im(x+1+ 1 J:—-::-; |imy=l':m(x+1+ 1 ]zm;

X—2" Xx—=27 | ¥—2 X—2" X227\ N—2

. ' . . 1

im [y —(x+1)}|= lim =0: Iim |y —(x+1)|= lim =4
x—n-:t[y { }‘I Xl ¥ D ¥y r[y ( )] Xm0 ¥ —

Do d6, dé thi ham sé co tiém can dirng la dwong thang x = 2, tiém can xién |a duwong thang

y=x+1 :

o d /
- Bang bién thien: "

X | —o 1 2 3 o . Sl -

y + 0 - = 0 + 4T

NG TN

oy
!\" e
11|23 4 5 «x
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3. Db thi (H.1.31):

. Giao diém ctia dé thi ham sé voi truc tung la diém (O;l}
2 Hinh 1.31



1+J§

=0 x=—2" hodc x = s . Do d6 giao diém cda db thi

i

ham sb v&i truc hoanh la cac diém [1T UJ [1 V5. J

+ D6 thi ham sé nhan giao diém /(2; 3) cia hai dwdng tiém can lam tam ddi x(rng va nhan
hai dwdng phan giac cla cac goc tao bdi hai dwong tiém can nay lam cac truc dbi xirng.

X= 4 ) =2

) Vi du 5. Khao sat si bién thién va vé Go thi cia ham sé y = 1
X +

Giai
1. Tép xac dinh cia ham sé 1a R \ {-1}.
2. Sy bién thién:

¥

tacoy' =1+ = >0 voi moi x # 1.

« Viéty=x-
xX+1 {x+1f

« Ham sb dbng bién trén tirng khoang (—«; —1) va (-1; +x).
+ Ham s6 khéng cé cwe tri.
9 o L 2
_2 X“+x-2

x* + X . .
* lim y = lim = lim 1" =—0; lim y = lim = lim = 4.
X » i X 4 X ) X i X + X )

1+
X X

« Tiémcan: lim y= lim [x—ij=+cﬂ; lim y = Iim( 2 J —0 ]

x—+-1 =1\ X+T1 x—-1 x—-1" | 4
T g S
xl-l-ir?:u [ N X] y xllhrr-li [ ¥4 1J U xlimr.— [y X] - xILm: ( X +1,-“ =0

Do d6, db thi ham sé c6 tiém can dirng la dwong thang x = —1, tiém can xién la duwong
thang y = x.

+ Bang bien thién:

X | —a0 —1 a0

-
e

3. D6 thi (H.1.32):

Q=N @ b

. Giao didm cla dd thi ham sé véi truc tung 1a 6 5 4 3/ 1171 /1 5 5 4 &5 6 x

diém (0; -2).

2 g F—g
. Tacf:y:{]r:::x il 2=U<::-x=—2hu:1;‘|cx:'l. -
X+1
Do dé giao diém clia db thi ham sé v&i truc hoanh
la cac diém (-2; 0) va (1: 0). Hinh 1.32

3



+ D6 thi ham sé nhan giao diém /(-1; —1) cla hai dwéng tiém can lam tam dbi x(rng va nhan
hai dwong phan giac cla cac goc tao béi hai dwong tiém can nay lam cac truc doéi xirng.

2
Chii §. D thi ctia ham sé phan thire y =X FX+C 1.0 p=0, da thire ti khéng chia

hét cho da thirc mAu): BRYHY

+ Nhan giao diém cla tiém can d(rng va tiém can xién lam tam dbi xirng:

- Nhan hai dwong phan giac cua cac goc tao béi hai dwong tiém can nay lam cac truc
déi xirng.

MY AR [T

) Luyén tip 3. Khdo sat suw bién thién va vé& do thi clia ham so y = =

BAITAP

1.21. Khdo sat sw bién thién va vé do thi ctia cac ham so sau:
a) y=—x>+3x+1; b) y=x> +3x° —x-1.

1.22. Khao sat sy bién thién va vé dé thi ctia cac ham sé sau:

2X +1 X+3
- ; D) y = -
X +1 1-x
1.23. Khao sat su bién thién va vé do thi cia cac ham soé sau:

a) y

2x° —x+4 X° +2x+1
a) y= | b) ¥y = -
¥ =1 X+3

1.24. Mét cbe chira 30 ml dung dich KOH (potassium hydroxide) véi ndng d6 100 mg/mi.
Mot binh chira dung dich KOH khac véi néng dé 8 mg/mi dwoc tron vao coc.

a) Tinh nong d6 KOH trong coc sau khi trén x (ml) tir binh chira, ki hiéu la C(x).
b) Coi C(x) |a ham sé xac dinh v&i x > 0. Khdo sat sy bién thién va vé dd thi cua
ham sé nay.

c) Giai thich tai sao nong dé KOH trong coc giam theo x nhwng luén Ién hon 8 mg/ml.

1.25. Trong V4t li, ta biét rAng khi mac song song hai dién tré L B8Q
R, va R, thi dién tré twvong dwong R cua mach dién duoc o
e X
tinh theo céng thirc R = R (theo Vét Ii dai cuong, N NVN——
R, +R, )

NXB Giao duc Viét Nam, 2016). Hinh 1.33

Gia stir m6t dién tré 8 Q duwoc mac song song voi mét bién tré nhw Hinh 1.33. Néu bién
tro @6 dworc ki hiéu 1a x (Q) thi dién tré twong dwong R 1a ham sé cla x. Vé db thi cla
ham sé y = R(x), x > 0 va dua vao db thi da vé dé tra 1&i cac cau héi sau:

a) Dién tré’ twong dwong clia mach thay déi thé nao khi x tang?

b) Tai sao dién tré twong duwong cua mach khéng bao gié vuwot qua 8 Q7



