UNG DUNG DAO HAM DE GIAI QUYET

THUAT NGU | KIEN THU'C, KINANG

« Téc d6 thay dditiec thdi | Van dung dao ham va khao sat ham sb dé giai quyét mot sé van dé

« Baitoan téi wu hoa . lién quan dén thyc tién.

Mét déi bong da thi dau trong mét san van déng co sirc chira
55 000 khan gia. Vi gia mdi vé la 100 nghin dong, s6 khan
gia trung binh la 27 000 ngwoi. Qua tham do dw luan, ngudi
ta thay rang méi khi gia vé giam thém 10 nghin déng, sé co
thém khodng 3 000 khéan gia. Héi ban té chirc nén dat gia vé
la bao nhiéu dé doanh thu tir tién ban vé 1a 1&n nhat?

1. TOC DO THAY POI CUA MOT DAI LUQONG

Gia slr y la mot ham sé cia x va ta viét y = f(x). Néu x thay ddi tir x, dén x,, thi sy thay ddi
cuaxla
AX = X, — Xy,
va sy thay dbi twong (rng clia y |1a
Ay =f(x;)—f(x,).
¢ Ay f(xz) f(x,)

Tisd = — - duoc goi la toc dé thay doi trung binh cta y d6i voi x trén doan [ x;; X, |.
g2~
flx,)—f{x ? N T :
Gigi han Irmﬂ% = lim ( ;) x( ) duoc goi la toc dob thay déi tuc thoi cla y dbi voi x tai
» Xy »% '’
diém x = x..

Nhu vay, dao ham f'(a) la téc d6 thay @6i tlrc thoi cla dai lwong y = f(x) déi voi x tai diém
x = a. Dudi day, chung ta xem xét mét s6 (rng dung cla y tudng nay doi véi vat li, hoa hoc,
sinh hoc va kinh té:

+  Néu s = s(f) 1a ham vi tri ciia mot vat chuyén dung trén mot dwong thang thi v = s'(f) biéu

thi van téc tirc thi cla vat (tbc dé thay ddi ctia do dich c:huyén theo thdi gian). Téc d@d
thay ddi tirc thdi clia van téc theo thoi gian 12 gia téc tirc thei clia vat:

a(f) = V(t) = s"(¢).
+ Néu C = C(f) la nébng d6 clia mot chat tham gia phan (rng hoa hoc tai thoi diém ¢, thi C'(f)
la tbc dé phén tng tirc thdi (tire 1a d6 thay dbi ndng dd) clia chat dé tai thdi diém ¢

+ Néu P = P(t) la s6 lwong cé thé trong mét quan thé ddng vat hodc thuwe vat tai théi diém ¢,
thi P'(t) biéu thi téc db tang trudng tirc thdi clia quan thé tai thoi diém t.

MOT S6 VAN DE LIEN QUAN DEN THUC TIEN \\\N



+ Néu C = C(x) la ham chi phi, tirc |a tdng chi phi khi san xuét x don vi hang hoa, thi téc dd
thay dbi tirc thei C'(x) clia chi phi déi véi sé lwong don vi hang dwoc san xuat duoc goi
\a chi phi bién.
Vé y nghia kinh té, chi phi bién C'(x) xap xi voi chi phi dé san xuat thém mét don vi
hang hoa tiép theo, tirc Ia don vi hang hoa thir x + 1 (xem SGK Toédn 11 tép hai, trang 87,
bd sach Két ndi tri thire véi cube séng).

3 Vidu1. Khi bé qua sirc can clia khéng khi, d6 cao (mét) clia mét vat duoc phong thang dirng

|én trén tir diém cach mat dat 2 m véi van tée ban dau 24,5 m/s 1a h(t) = 2 + 24,5t — 4,9t*
(theo V@t li dai cuong, NXB Giao duc Viét Nam, 2016).

a) Tim van toc cha vat sau 2 gidy.

b) Khi nao vat dat dé cao I&n nhat va dé cao Ién nhat dé la bao nhiéu?

¢) Khi nao thi vat cham dat va van téc cla vat Iic cham dat 1a bao nhiéu?

Giai

a) Theo y nghia co hoc clia dao ham, van téc cia vatla v = h'(t) = 24,5 - 9,8t (m/s).
Do dé, van téc clia vat sau 2 giay la v(2) =24,5-9,8-2=4,9 (m/s).

b) Vi h(f) |14 ham sb bac hai co hé so a = 4,9 < 0 nén h(f) dat gia tri I&n nhat tai
b 24,5
2a 2-4,9
¢) Vat cham déat khi dd cao bang 0, tirc 1a h =2+ 24,5t — 4,9t =0, hay t ~ 5,08 (giay).

f=— =25 (gidy). Khi do, dd cao I&n nhat cta vat 1a h(2,5) = 32,625 (m).

Van téc cua vat ltic cham dat 1a v(5,08) = 24,5 -9,8 - 5,08 = —25,284 (m/s).

Van téc am chirng td chiéu chuyén dong ctla vat 1a ngwoc chiéu duong (hwdng 1én trén)
cla truc da chon (khi l1ap phwong trinh chuyén déng cla vat).

) Vidu 2. Gia st s6 lwong cia mét quan thé nam men tai mdi tredng nudi cdy trong phong

thi nghiém dwoc md hinh hoa bang ham sé P(t) = —=, trong do thot gian t dworc tinh

b+e
bang gi®. Tai thei diem ban dau t =0, quan thé c6 20 té bao va tang voi toc 6 12 té bao/gid.
Tim cac gia tri clia a va b. Theo mé hinh nay, diéu gi xay ra véi quan thé ndm men vé 1au dai?
Giai
0,75ae """
(b+eo™)"

Theo dé bai, ta cé: P(0) = 20 va P(0) = 12. Do do, ta cé hé phwong trinh:

t>0.

Ta cé: P'(t) =

d :

b+1:20 a=20(b+1)
4 > 4

0.75a _., "~ |12 _q2
(I‘J‘+1)2 b+1

Giai hé phuwong trinh nay, ta dwoca=25va b = :}



18,75e *™

Khi @o, P'(t) = ~>0,vt >0, tirc 1a s6 lwong clia quan thé nam men luén tang.
[1 % E—ﬂ.?ﬁ.’)
4
Tuy nhién, do lim P(f) = lim 1 25 _100nénsé lwong clia quan thé nAm men tang nhung
S Ra S +e 0.75¢

4
khéng vwrot qua 100 té bao.

) Vi du 3. Gia st chi phi C(x) (nghin ddng) dé san xuét x don vi ctia mét loai hang hoa nao dé

duoc cho bdi ham sé C(x) =30 000+ 300x —2,5x +0,125x".
a) Tim ham chi phi bién.
b) Tim C'(200) va giai thich y nghia.
¢) So sanh C'(200) v&i chi phi san xuat don vi hang hoa thar 201.
Giai
a) Ham chi phi bién la C'(x) =300 - 5x + 0,375x".
b) Ta co: C'(200) =300-5-200+0,375-200° =14 300.

Chi phi bién tai x = 200 la 14 300 nghin dong, nghia la chi phi dé& san xuat thém mét

don vi hang hoa tiép theo (don vi hang hod thir 201) 1a khoang 14 300 nghin dong.
c) Chi phi san xuat don vi hang hoa thir 201 1a

C(201) — C(200) = 1 004 372,625 — 990 000 = 14 372,625 (nghin dong).
Gia tri nay xap xi véi chi phi bién C'(200) da tinh & cau b.
) Vidu 4. Dé loai bd x% chét gay 6 nhiém khong khi tir khi thai clia mét nha may, ngudi ta wéc
tinh chi phi can bé ra la
C(x) = —22X_ (trigu ddng), 0 < x < 100.
100 — x

Khao sat sw bien thién va vé do thi cia ham s6 y = C(x). Tl 46, hay tra 1o cac cau héi sau:
a) Chi phi can bé ra sé thay déi nhu thé nao khi x tang?
b) Cé thé loai bé dwoc 100% chéat gay 6 nhiém khdng khi khéng? Vi sao?

Giai

Xét ham sb y =C(x)= 1‘3?]0]{ , 0<x<100.
- X

Ta co:
¢ y'= s UUOE >0, v&i moi x [0; 100).
(100—:{)

Do d6 ham s6 luén dong bién trén nira khodng [0; 100).

+ lim C(x)= lim 00X _ 1o, nén d@b thi ham sé c6 tiém can ding 14 x = 100.
x—100" x—1000 100 — x




Bang bién thién:

X 0 100
C'(x) +
C(x) gy H0
0
D6 thi ham sé nhw Hinh 1.34. y ¢
a) Chi phi can bé ra C(x) sé ludn tang khi x tang. 800+ a8
b) Vi Iig'r{:lﬂI C(x)=+4 (ham s6 C(x) khéng xac dinh 7004 <
X—
khi x = 100) nén nha may khéng thé loai bé 100% 8001
chat gay 6 nhiém khéng khi (du b ra chi phi la bao
nhiéu di chang nira). 20071
9 Luyén tip 1. Khi mau di chuyén tir tim qua cac dong 400 1 l{
mach chinh roi dén cac mao mach va quay tro lai 100} f'

qua cac tinh mach, huyét ap tam thu (térc 1a ap luc |
clia mau |én déng mach khi tim co bop) lién tuc giam 200+ |
xudng. Gia str mot nguei co huyét ap tam thu P (tinh |

100
bang mmHg) dwoc cho bdi ham sb ; _I;
2. 4 } t -
P(r)=2512 129 6110 100 [100| 200 300 X
§ +1 100+
trong @6 thoi gian t dwoc tinh bang gidy. Tinh toc dé
thay déi clia huyét ap sau 5 giay ké tir khi mau roi tim. Hinh 1.34

2. MOT VAI BAI TOAN TOI 'U HOA PON GIAN

Mét trong nhirng (rng dung phé bién nhat cGia dao ham Ia cung cap mét phuong phap tong
quat, hiéu qua dé gidi nhirng bai toan téi wu hoa. Trong muc nay, ching ta sé gidi quyét
nhirng van de thwéng gap nhuw tdi da hoa dién tich, khoi lwong, loi nhuan, cliing nhu toi thiéu
hoa khoang cach, thdi gian, chi phi.

Khi giai nhirng bai toan nhuw vay, khé khan 16n nhat thuwong la viéc chuyén dbi bai toan
thue té cho bang 161 thanh bai toan téi wu hoa toan hoc bang cach thiét lap mét ham sé
phU hop ma ta can tim gia tri I&n nhat hoac gia tri nhd nhat cta nd, trén mién bién thién
phu hop cla bién sé.

Quy trinh gidi mét bai toan téi wu hoa:

Buéc 1. Xac dinh dai lvong Q ma ta can lam cho gia tri ciia dai lwong ay 16n nhéat hodc nhé
nhat va biéu dién né qua cac dai lwong khac trong bai toan.



Buéc 2. Chon mét dai lwong thich hop nao @6, ki hiéu la x, va biéu dién céc dai lwong khac
& Budc 1 theo x. Khi dé, dai lvong Q sé la ham s6 cia mét bién x. Tim tap xac dinh ciia ham
s6 Q = Q(x).

Buéc 3. Tim gia tri I6n nhéat hoac gia tri nhé nhét cda ham sé Q = Q(x) bang cac phuong
phap da biét va két luan.

) Vi du 5. M6t nha san xuat can lam nhirng hép dwng hinh tru cé thé tich 1 lit. Tim cac kich
thwédre clia hép dung dé chi phi vat liéu dung dé san xuéat 1a nhé nhét (két qua dwoc tinh theo
centimét va lam tron den chir so thap phan thi hai).

Giai

Péi 1 lit =1 000 cm?.

Goi r (cm) la ban kinh day cta hinh tru, h (cm) la chiéu cao cla hinh tru.

Dién tich toan phéan cta hinh tru 1a: S = 2nr? + 2nrh.

1000

E_ L
e

Do thé tich cta hinh tru la 1 000 cm?® nén ta ¢6: 1000=V = nr’h, hay h =

2 000
4

Do d6, dién tich toan phan cta hinh tru la: S = 2nr? + r=0.

Ta can tim r sao cho S dat gia tri nho nhat. Ta cé:

:3_
§' = 4 - 2000 _ 4nr 2000;3,20‘1_]11,3:500‘1,,:3{_50_0_
T

r =

Bang bién thién:

S'(n = 0
S(r)

1000 1000 100
r? : #250 000 32507

ﬂ:i’

Khi do: h =

Vay can san xuat cac hép dwng hinh tru cé ban kinh day r = 3 900 _ 5,42 (cm) va chiéu cao

L
h:

~10,84 (cm).

ﬂESUﬂ

Chu v. Tl 161 gidi Vi du 5 ta thay: Néu hinh tru c6 thé tich V khéng déi thi dién tich bé mat
cua hinh tru nhd nhat khi chiéu cao bang dwong kinh day.

ar



) Luyén tip 2. Anh An chéo thuyén tir diém A trén bé& mét con
séng thang réng 3 km va muén dén diém B & bo déi dién cach
8 km vé phia ha lwu cang nhanh cang tét (H.1.35). Anh An
co6 thé chéo thuyén truc tiép qua song dén diém C rdi chay
bd dén B, hodc anh coé thé chéo thuyén thang dén B, hoac

anh ciing cé thé chéo thuy&n dén mét diém D nao d6 gitra C 8 km
va B roi chay bé dén B. Néu van toc chéo thuyén la 6 km/h
va van téc chay bd 1a 8 km/h thi anh An phai chéo thuyén .

sang b& & diém nao dé dén dwoc B cang sém cang tot?
(Gia st rang van téc clia nwoc la khéng dang ké so voi van

’ ‘ inh 1.
toc chéo thuyen clia anh An). Hinh 1.35

Nhac lai rang néu C(x) la ham chi phi, tirc 1a chi phi sén xuat x don vi cia mét san pham nao
dé, thi chi phi bién 1a téc a6 thay ddi ctia C dbi véi x, tirc 14 dao ham C'(x).
Goi p(x) 1a gia ban mdi don vi ma cdng ty c6 thé tinh néu ban x don vi. Khi dé, p dwoc goi la
ham céu (hay ham gid) va chung ta mong doi dé Ia mét ham giam ctia x. Néu x don vi dwoc
ban va gia méi don vi la p(x) thi téng doanh thu la
R(x)=x- p(x)

va R(x) dwoc goi la ham doanh thu. Dao ham R'(x) cua ham doanh thu dwoc goi la ham
doanh thu bién va |a toc dé thay ddi cia doanh thu déi véi s6 lwong don vi san pham ban ra.
Néu x don vi dwoc ban, thi tdng loi nhuan la

P(x) = R(x) — C(x)

va P(x) dwoc goi la ham loi nhuén. Ham loi nhuén bién la dao ham P'(x) cua ham lgi nhuan.

Vi du 6. Giai bai toan trong tinh huong mé dau.
Giai
Goi p (nghin déng) la gia cia méi vé; x la s6 khan gia mua vé. Ta can xac dinh ham cau
p = p(x). Theo gia thiét, tbc dé thay doi clia x ti 1& véi toc dd thay ddi cia p nén ham so
p = p(x) la ham s6 bac nhat.
Gia ve p, = 100 wng v&i x, = 27 000 va gia ve p, = 90 tng voi x, = 27 000 + 3 000 = 30 000.

Do d6, phwong trinh dwéng thang p = ax + b di qua hai diém (27 000; 100) va (30 000; 90)
100 - 90 1

la p - = - h —-100 = ———(x - 27
ap-100 57000 A0 G{]O(x 27 000), hay p—100 300(;( 000),

tire 1a x = -300p + 57 000.

Ham doanh thu tir tien ban vé 1a
R(p) = px = p(-300p +57 000) =-300p° + 57 000 p.

Ta cén tim p sao cho R dat gia tri I&n nhat. Ta co:
R'(p) =-600p + 57 000; R'(p)=0 < p=95.



Bang bién thién:

p 0 95 o0

R'(p) + 0 -

R(p) 2 707 500
0 / \

Vay voi gia vé 1a 95 nghin ddng mét vé thi doanh thu ban vé la I&n nhét.

—a0

) Vidu 2. Mét nha phan tich thi tredng Iam viéc cho mét cdng ty sén xuéat thiét bi gia dung nhan
thay rang néu céng ty san xuét va ban x chiéc may xay sinh t6 hang thang thi loi nhuén thu
dwoc (nghin dong) 13

P(x)=-0,3x> + 36x* +1800x — 48 000.
Khao sat s\ bién thién va vé db thi ham sé y = P(x), x> 0. Str dung db thi da vé dé tra 161
cac cau hoi sau:
a) Khi chi san xuat mét vai may xay sinh td, cong ty s& bij 16 (vi lic nay loi nhuan am). Héi
hang thang céng ty phai san xuét it nhat bao nhiéu chiéc may xay sinh té dé hoa vén?
b) Loi nhuén Ién nhat ma céng ty c6 thé dat dwoc la bao nhiéu? Céng ty cé nén san xuét
200 chiéc may xay sinh té hang thang hay khéng?
Giai
Xét ham so y= F‘(x_) =-0,3x° +36x* +1800x — 48 000, x = 0.
Ta co:
» y'=P'(x)=-0,9x" +72x+1800; y' =0 <> x =100 (vi x 2 0).
P'(x) >0 véi moi x £[0;100), P’(x) <0 v&i moi x & (100;+w).
Do dé ham s6 dong bién trén nira khoang [0; 100) va nghich bién trén khoang (100; + ).
Tai x =100, ham s6 dat cuc dai va y, = P(100) =192 000.

+ lim P(x)= -

X — foc

Bang bién thién:

X 0 100 oo
P(x) + 0 -
P(x) 192 000
48 000 / \‘ —0




Pé thi ham s6 nhw Hinh 1.36 (& day ta
|y mét don vi trén truc hoanh bang 1 000
don vi tréen truc tung).

Tir d6 thi da vé suy ra:

a) Do thi xuét phat tir diém (0; 48 000),
0 phia dwdi truc hoanh (tlrc 1a céng ty
dang bi 16), va giao v6i truc hoanh
tai diém dau tién co hoanh @6 x = 20.
Do d6, hang thang céng ty can san
xuéat it nhat 20 chiéc may xay sinh td dé
hoa von.

b) Loi nhudn I&n nhat ma céng ty co thé
thu dwoc la y., =P(100)=192 000
(nghin déng), tlrc la 192 triéu déng,
dat dwoc khi san xuét ding 100 chiéc
may xay sinh t6 méi thang.

200 000
192 000

180 000

160 0C0
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Hinh 1.36

Khi san xuat hon 100 chiéc may xay sinh té moi thang thi cang san xuat nhiéu loi nhuan
cang giam. Do do, cong ty khong nén san xuat 200 chiéc may xay sinh té hang thang.

) Vin dung. Mot nha san xuét trung binh ban dwoc 1 000 ti vi man hinh phang méi tuén vai gia
14 triéu dong modt chiéc. Mot cudc khéo sat thi trwdng chi ra rang néu cir gidm gia ban 500
nghin ddng, s lwong ti vi ban ra sé tang thém khoang 100 ti vi mbi tuan.

a) Tim ham céau.

b) Céng ty nén gidm gia bao nhiéu cho ngudi mua dé doanh thu Ia 16n nhat?
c) Néu ham chi phi hang tuan la C(x) = 12 000 — 3x (triéu déng), trong do x la s6 ti vi ban ra
trong tudn, nha san xuat nén dat gia ban nhw thé nao dé loi nhuan la Ién nhat?

BAITAP

1.26. Gia str m6t hat chuyén dong trén moét truc thang dirng chiéu dwong hwéng 1én trén sao

cho toa d6 cua hat (don vi: mét) tai thoi diém ¢ (giay) |a y=t>=12t +3, t 2 0.

a) Tim cac ham van téc va gia téc.

b) Khi nao thi hat chuyén déng I&n trén va khi nao thi hat chuyén déng xuéng dui?

c) Tim quang duong hat di dwoc trong khoang théi gian 0 < t < 3.
d) Khi nao hat tang té¢? Khi nao hat gidm téc?



1.27. Gia st chi phi (tinh bang tram nghin dong) dé san xuat x don vi hang hoa nao do la:
C(x)=23 000 +50x - 0,5x* +0,00175x".

a) Tim ham chi phi bién.
b) Tim C'(100) va giai thich y nghia cua né.
¢) So sanh C'(100) voi chi phi san xuat don vi hang hoa thir 101.

1.28. Nguwoi quan li ca mét khu chung cw ¢é 100 cén hd cho thué nhan thay rang tat ca cac
can hd sé c6 nguoi thué néu gia thué mot can ho 1a 8 triéu dong mot thang. M6t cude khao
sét thi trwdng cho thay rang, trung binh cir mdi lan tang gia thué can hd thém 100 nghin
déng thi sé cé thém mét can hé bi bé tréng. Ngudi quan li nén dat gia thué méi can ho la
bao nhiéu dé doanh thu la Ién nhat?

1.29. Gia slr ham cau ddi véi mét loai hang hoa dwoc cho béi céng thire

34
P oo ="

trong d6 p la gia ban (nghin déng) ctiia mbi don vi san pham va x |a sé lwong don vi san

pham da ban.

a) Tim cong thirc tinh x nhu |a ham s6 cua p. Tim tap xac dinh cua ham sé nay. Tinh sb
don vi sdn pham da ban khi gia ban ctia mdi don vi san pham la 240 nghin déng.

b) Khéo sat su bién thién va vé& do thi cia ham s6 x = x(p). Tlr 46 thj d& v&, hay cho biét:
— S6 lwong don vi san phdm ban dwoc sé thay doi thé nao khi gia ban p tang;

— Y nghia thuc tién cGa gi¢i han lim x(p).
p—0
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