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NGUYEN HAM
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Chwong nay trinh bay khai niém, tinh chat co ban cua nguyén ham va tich phan cling nhw
(’ng dung tich phan dé tinh dién tich hinh phang va thé tich vat thé.

THUAT NGU . KIEN THUC, Ki NANG

+  Nguyén ham « Nhan biét khai niém nguyén ham ctia mét ham s0.

+ Ho cac nguyén ham + Giai thich mot s6 tinh chat ctiia nguyén ham.

+ Bang nguyén ham « Tim nguyén ham ctia mot s6 ham so so cap thwdng gap.

Mot may bay di chuyén ra dén dwong bang va bat dau chay
da dé cét canh. Gia sl van téc clia may bay khi chay da
dwoc cho boi v(t) =5+ 3t (m/s), v6i t la théi gian (tinh bang
gidy) ké tir khi may bay bat dau chay da. Sau 30 giay thi may
bay cat canh r&i dwdng bang. Quang duwdng may bay da di
chuyén tir khi bat dau chay da dén khi roi dwong bang 1a bao
nhiéu met?

Ta can tim quang duong S(f) ma may bay di chuyén duoc
sau f giay ké tur Iuc bat dau chay da. Tir y nghia co hoc cua
dao ham, ta biét rang S'(t) = v(t). Nhu vay, ta can tim mét
ham s6 cé dao ham bang ham so v(t) da cho. Bai toan nay
dan den mét khai niém quan trong trong Toan hoc, d6 la
khai niém nguyén ham.

Hinh 4.1

1. NGUYEN HAM CUA MOT HAM SO
) 191, Nhan biét khai niém nguyén ham
Cho hai ham s6 f(x)=x" +1va F(x) =%:«f3 +x, vOi xeR

a) Tinh dao ham ctia ham s6 F(x).
b) Néu nhan xét vé moi quan hé gitra F'(x) va f(x).



o
Cho ham sb f(x) xac dinh trén mét khoang K (hodc mét doan, hodc mét nira khoang).
Ham sé F(x) dwoc goi la mét nguyén ham ctia ham sé f(x) trén Knéu F'(x) =f(x) voi
moi x thuédc K.

L r

Chi y. Trwong hop K =[a;b] thi cac dang thire F'(a)=f(a) va F'(b)=f(b) dwoc hiéu la
dao ham bén phai tai diém x = a va dao ham bén trai tai diém x = b cila ham sb F(x), tirc 12
F(x)-F(a F(x)-F(b

=f(a) va lim
x=a"  X-—a X—sbr X-b

) Vidy 1. Cho ham sb f(x)=x*-2x. Trong cac ham s6 cho dwéi day, ham sb nao la mét
nguyén ham cla ham s6 f(x) trén R?
X X
F(x)=—-x% G(x)=—+x°.
()=%-x Gx)=%
Giai
Tacé: F'(x)=x*-2x, G'(x)=x"+2x.
Vi F'(x)=f(x) voimoi x e R nén ham s6 F(x) la mét nguyén ham cla f(x) trén R.
Ham s6 G(x) khong la nguyén ham cta f(x) trén R vi voi x = 1, ta co
G'(1)=3=-1=f(1).

) Luyén tip 1. Ham sO ndo dudi day la mot nguyén ham cta ham so f(x) = x + T tren khodng
X
(0; +0)?

F(.h:'):l,w2 +Inx; G{x):x—z—lnx.
T2 | 2

) #92. Nhén biét ho nguyén ham cua mét ham sé

Cho ham s6 f(x) = x".
A
a) Chirng minh rang ham sé F(x) = XT la mot nguyén ham clia ham s6 f (x) trén R.
4

b) Ham so G(x)z’%JrC (v&i C la hang so) c6 la mét nguyén ham cua ham so f(x)

tren R khong? Vi sao?

Gia sir ham s6 F(x) la mét nguyén ham cla f(x) trén K. Khi do:
a) Voi mdi hang s6 C, ham s6 F(x)+C ciing la mét nguyén ham cua f(x) trén K;
b) Néu ham s6 G(x) la mét nguyén ham clia f(x) trén K thi ton tai mot hang s6 C sao

cho G(x)=F(x)+C v&imoi x e K.

Nhw vay, néu F(x) la mét nguyén ham cta f(x) trén K thi moi nguyén ham cda f(x)
trén K déu cé dang F(x)+C (Clahang so). Ta goi F(x)+C(C e IR) 1a ho cac nguyén ham
ctia f(x) trén K, ki hiéu b jf(x}dx.




Chuy
a) Dé tim ho cac nguyén ham (goi tat 1a tim nguyén ham) ctia ham sé f(x) trén K, ta chi can
tim mét nguyén ham F(x) cta f(x) trén K va khi do

If(x)dX=F(X)+C, C la hang sb. Tinh

dao ham

b) Nguwoi ta chirng minh dwoc rang, néu ham so6 f(x) lién tuc
trén khodng K thi f(x) cé nguyén ham trén khoang dé.

c) Biéu thirc f(x)dx goi la vi phan cta nguyén ham F(x),
ki hiéu la dF (x). Vay dF (x)=F'(x)dx =f(x)dx. :
. Hinh 4.2. Mbi quan hé giira
d) Khi tim nguyén ham cua mét ham so ma khéng chi rd tap K, dao ham va nguyén ham

ta hiéu Ia tim nguyén ham ctia ham so do trén tap xac dinh
cua no.

Tim
nguyén ham

) Vidy2. Tim mét nguyén ham clia ham sé f(x) = x* trén R. Tir d6 hay tim Ifdx.
Giai

o I 5 ax: . E S
Vi = :T:x nén F{x):?!amétnguyenham ctia ham so f(x) trén R.

1
wd

Do d6. Ifdx » % G

» tuyéntip 2. Tim J‘x:‘dx.

2. TINH CHAT CO BAN CUA NGUYEN HAM

) #92. Kham pha nguyén ham cua tich mét ham sé v&i mét hang s6 khac 0

Cho f(x) 1a ham s lién tuc trén K, k 1a mét hang so6 khac 0. Gia siv F (x ) 1a mbt nguyén ham
clia f(x) trén K.

a) Chirng minh kF (x) la mét nguyén ham ctia ham so kf (x) trén K
b) Néu nhan xét vé ka(x)dx va kjf(x)dx.

[ ka(x)dx:kjf(x)dx (k 0). }

Y Vidu 3. St dung két qua cua Vi du 2, hay tim:

a) Jax?ux; b) j—%xfdx.
Giai
Ta co: :
a) Jsx?dx=3jx?dx=3-%+0=x3+C.

3 3 3 X3 1
b I—-—x"dx:—--[x*?dx:— .—+C=-=x"+C.
) )73 2 23 2" 7



) tuyén tdp 3. Cho ham sé f(x) = x" (n e N*).
n+1

a) Chirng minh rang ham s6 F(x)= j :
+
.[x”dx.

b) Tir két qua cau a, tim jkx”dx (k 1a hang s6 khac 0).

la mét nguyén ham cta ham s6 f(x). T d6 tim

) o4, Kham pha nguyén ham cua mét téng

Cho f(x) va g(x) la hai ham so lién tuc trén K. Gia st F(x) la mot nguyén ham cula f(x) trén K,
G(x) la mét nguyén ham cua g(x)trén K.

a) Chirng minh F(x)+G(x) la mét nguyén ham ctia ham s6 f(x)+g(x) trén K.
b) Néu nhan xét vé I[f(x) +g(x)]dx va If(x)dx b Ig(x)dx.

( | I:”}fhg(ﬂ]dx:.[f(x)dx+_[g(x)dx_W
\ | J‘:f(x)_g{xﬂdx:If(x-)dx_jg(x)dx_ |

- EEEN

) Vi du 4. St dung két qua clua Luyén tap 3 va tinh chat co ban cta nguyén ham, hay tim:
a) I(xz +x)dx; b) I(4x3 ~3x%)dx.
Giai
Ta co:
- y ) x.’i xE‘
a) (x‘ + x)dx = Ix-dx + jxdx =—+—+C.
3 2

-

b) (41’3 —sz)dx - 4J.x3r.:.‘x —3jx2dx = g

P luyéntipa. Tim:
a) [(3x* +1)dx b) [(2x—1)" ax

) Vi du 5. Giai bai toan trong tinh huéng mé dau.
Giai
Goi S(t) (0<t<30) la quang duwong may bay di chuyén dwoc sau t gidy ké tir Iic bat Gau
chay da.
Tacé v(t)=S'(t). Do dé, S(t) 1a mét nguyén ham ctia ham sé van téc v(t). St dung tinh
chat clia nguyén ham ta duoc
S(r)z_[v(t)dr :j'(5+ 3t) dt =5Idt+ 3Imr - 5t +%F wif

Theo gié thiét, S(0)=0 nén C = 0 va ta duoc S(t) = grﬁ + 5t (m).

May bay r&i dwong bang khi t =30 (giay) nén S = S(SG) =%-3D3 +5-30=1 500 (m).

Vay quang dwong may bay da di chuyén tir khi bat dau chay da dén khi né roi duwong bang
a S=1500 m.



1 Vin dung. Doanh thu ban hang ctia mét cong ty khi ban mét loai san pham la sé tién R(x)
(triéu déng) thu dworc khi x don vi sén pham dwoc ban ra. Téc dd bién ddng (thay dbi) cua
doanh thu khi x don vi san pham da dwoc ban 1a ham sé M, (x)=R'(x). M6t cong ty cong
nghé cho biét toc d6 bién ddng cla doanh thu khi ban mét loai con chip cta hang dwoc cho
b&i M, (x)=300-0,1x, & d6 x la so lwong chip da ban. Tim doanh thu cla cong ty khi da
ban 1 000 con chip.

Huéng dan: Vi R'(x) =M, (x) nén doanh thu R(x) 1a mét nguyén ham cua M, (x).

3. NGUYEN HAM CUA MOT SO HAM SO THUONG GAP

a) Nguyén ham cua ham so lug thira

Ham sé y = x*, v&i a € R, dwoc goi la ham sé luy thia.

Tap xac dinh cta ham s6 luy thira y = x“ tuy thudc vao gia tri cta o. Cu thé:
— V&i a nguyén duong, tap xac dinh |la R;

— V&i a nguyén am hoac bang 0, tap xac dinh 1a R \ {04,

— V01 a khong nguyeéen, tap xac dinh la (0; +x).

O 16p 11, ta da biét dao ham cta cac ham sbé y=x" (n « N*) va y = vJx 1a;

(x")

(VX

4

:n‘xn 1;
1 4 1 11
xﬂ?) :Ex? (x >0).

- L hay [
24x

Téng quat, nguoi ta chirng minh dwoc

—

.

ST
Ham s6 luy thira y = x" (. € R) ¢6 dao ham v&i moi x >0 va

(x* ) =px’ .

e

W1
ﬂ Bang cach viét lai cac ham sé sau duéi dang ham s6é Iuy thira y = x”(x > 0), hdy tinh dao

hamcuacachamsdsauvoi x>0: y=—, y=x"";, ¥y =
X

2 uos. Kham pha nguyén ham

a) V&i o = —1, tinh dao ham clia ham s6 y =

g
cua ham sé luy thira

Xnﬂ
0).
u+1(x} )

b) Cho ham s6 y =In|x| (x #0). Tinh dao ham cGa ham s6 nay trong hai trwong hop: x >0

va x < 0.

Tl két qua cla HDS5, ta cd

.

LY

a1

. jx“dx= a

a+1

+C (a = —1).

. Ildx = ln|x| + O
X

P Vidué6. Tim:

a) J.\de (x >0);

R s 3
b) Ix—ﬂdx. C) j(zx +ﬁ]dx.



Giai
El‘t g
a) J.-J_dx J.de—x +C:§ 2 C-—%x x +C.

1+‘1
/)
1 " 1 1
b J.-—--dx=jx'3d}f= C=—=¥" +C——-—-- )
) 153 3+1 C 2 2%

c)ﬂzx + )dx I2x?dx+IJ_dx zj de+3de}{— x* + 63X + C.

» Luyéntip 5. Tim:

a) I;'Ig—dx; b) |x/xdx (x > 0); ::)J.(%—Sﬁ)dx(x}ﬂ).

b) Nguyén ham cta ham sé lwong gidc
) 1#96. Kham pha nguyén ham cua ham sé lwong giac

a) Tinh dao ham clia cac ham s6 sau va néu két qua tirong (rng vao bang dudi day.

F(X) sin x COs X tan x cot x

F'(x) ? ? ? ?

b) S&r dung két qua & cau a, tim nguyén ham cia cac ham s6 cho trong bang dwdi day.

. 1 1
CoS X sin x :
F(x) cos’ x sin” x
JF(xyax ? ? ? ?
Tl két qua ctia HD8, ta cd
= ..
. jcnsxdx=5inx +C; . Isinxdx:-cnsx+c;

-j 12 dx =tanx +C; -I ,12 dx = —cotx +C.

COs” X sin” x
\, r
P Viduz. Tim:
a) I(cnsx+sinx)dx; b) I[2msx— 12 ]dx.
COSs” X
Giai

a) J(cnsx +sin x )dx :J-DDS xdx + jsin xdx =sinx —cosx +C.

b) I[zmsxu 12 ]dx:EIcnsxdx—I 12 dx =2sinx —tanx + C.
COS” X COS” X

D Luyéntip 6. Tim:

a) I(3c05x~4sinx)dx; b) I( 12 - _12 )dx.
cos” X sin” x




c) Nguyén ham cta ham sé mi
) wo7. Kham pha nguyén ham cua ham sé mi
a) Tinh dao ham clia cac ham sé sau va néu két qua twong (rng vao bang duéi day.

F(x) e’ In:a (O<a#1)
F'(x) ? ?
b) S&r dung két qua & cau a, tim nguyén ham cda cac ham so cho trong bang duéi day.
f(x) eX a (0<a#1)
If(x)dx ? ?
Tur két qua clha HD7, ta co
' 3

. je”dx =" + (.

4

a

-Ia“d)fz +C (0<a=1).
Ina |

g J
i) Vidus. Tim:

a) J'?_*'clx; b) J'El-dx; c) J'(ze*’ -5")dx

Giai

a) J' Pt 10

n2

11"'
X [_
b) Iidx:I(lJ dx = 9 +C =— ! =62
3" 3 ||’11 3'In3
3

C) I(Ee” — 5"')dx =2]e‘dx - J.E”dx =2e" - I55
N

X

+ C.

)» luyéntip 7. Tim:
a) J-4‘ dx; b) J‘ixdx; c) _[[2-3” —1~?r)dx.
e 3

Ta tong két lai bang nguyén ham clia mét sé ham sé thwdéng gap nhu sau:

judx=c I1dx=x+C
r xu+1 1
Ix‘dxz +C (o #-1) I—dx=|n|x|+c
o+ %
jﬂ'ldx=ﬁ" +C Ia"‘dx= S 40 (0<a=#1)
Ina
Icusxdx=sinx+c Isinxdx=-cnsx+0
j s—dx =tanx +C I _12 dx =-cotx +C
cos” x sin® x




Dwa vao bang nguyén ham cla cac ham sé thuwong gap va tinh chéat co ban cta nguyén
ham, ta c6 thé tim duwoc nguyén ham cda nhiéu ham sé khac.

BAI TAP

4.1.

4.2

4.3.

4.4.

4.6.

4.1.

Trong méi tredng hop sau, ham s6 F(x) cé la mét nguyén ham ctia ham s6 f(x) trén
khoang twong (rng khong? Vi sao?

a) F(x)=xInx vaf(x)=1+Inx trén khoang (0; + «);
b) F(x)=e"" vaf(x)=e"*"trén R.

Tim nguyé&n ham cua cac ham sé sau:

a) f(x)=3x"+2x -1 b) f(x)=x°-x; 2
c) f(x)=(2x+1)2; d) f(x)=[2x—%} .
Tim:
a) I[S\E+Lde; b)J.\E[?x?—S]dx (x >0);
Ux

(2x+1)° [ S
c:)j " dx; d) I .2 +Fde.
Tim:

3 ; e R

a) j[2cusx— sinijdx' b) I4sm23dx1

W x ) |
c) I[SinE—GGEEJ dx; d) J.(:&:'+tan2 x | dx.

Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén khoang (0; +x). Biét rang, f'(x) = 2x +iE vOi MO
X

x & (0; +o0) va f(1)=1. Tinh gi4 tri f(4).

Cho ham sé y = f(x) c6 db thi 1a (C). Xét diem M (x; f(x)) thay d6i trén (C). Biét rang,

hé s6 goc cla tiép tuyén cia d6 thi (C) tai M la k,, = (x —1)" va diém M tring véi géc

toa d6 khi né nam trén truc tung. Tim biéu thire f(x).

Mot vién dan duoc ban thang dirng |€n trén tir mat dat. Gia sir tai thoi diém ¢ giay
(coi t=0 la thoi diém vién dan dwoc ban lén), van tdéc clia ndé dwoc cho bdi
v(t)=160-9,8t (m/s). Tim d6 cao clia vién dan (tinh tir mat dat):

a) Sau { =95 giay;

b) Khi n6 dat d cao I&n nhat (Iam tron két qua dén chir s6 thap phan thir nhat cia mét).



