UNG DUNG HINH HOC

CUA TiCH PHAN

THUAT NGU . KIEN THUC, Ki NANG
Hinh phang '+ Sirdung tich phan @& tinh dién tich ciia mét s6 hinh phing.

« Thé tich + Strdung tich phan dé tinh thé tich clia mdt so vat thé.
« Khoi tron xoay ’

Trong phan Hinh hoc & Trung hoc co sé va
lop 11, chung ta da dwoc hoc céng thirc tinh
thé tich cta nhiéu vat thé trong khéng gian
nhw khoi lang tru, khoi chép, khoi chop cut
déu, khoi tru, khéi nén, khoéi cau. Tuy nhién,
ta thwdng phai thira nhan cac céng thirc nay.

Bai hoc nay s& cung cap mét phwong phap
téng quat giup ta thiét lap mot cach dé dang
tat ca cac coéng thire tinh dién tich va thé tich
da dwoc hoc trong Hinh hoc, cling nhw tinh
duwoc dién tich cia nhirng hinh phang va thé
tich cia nhirng vat thé phirc tap hon gap trong
thue tién.

1. UNG DUNG TiCH PHAN BE TiNH DIEN TiCH HINH PHANG

a) Hinh phang giéi han béi mat dé thi ham sé, truc hoanh va hai dwong thang
x=a,x=b

) #o1. Nhan biét céng thire tinh dién tich

Xét hinh phang gi¢i han béi dwdng thang y =f(x)=x+1,
truc hoanh va hai dwdng thang x =-2, x =1 (H.4.12).

a) Tinh dién tich S ctia hinh phang nay.

1
b) Tinh “f( x)|dx va so sanh véi S,
x,

' e
Dién tich S cla hinh phang gi¢i han bdi dé
thi cia ham so6 f(x) lién tuc, truc hoanh va hai
duong thang x = a, x = b (@ < b), dwoc tinh
bang céng thirc Hinh 4.12

S = i|f ()| dx.




2 B
') Vi du 1. Tinh dién tich hinh phang gi¢i han béi dé thi cla 8 ==~
ham s6 y = x°, truc hoanh va hai dwong thang x =0, x =2 i ﬂ
(H.4.13). 6
Giai 4 T
Dién tich hinh phang can tinh I3 2 4 /
2 2
M1v3lav — [ 43 ——t | >
S_ﬂx |dx_jxdx & X o © 5 . 3
0 0 1
4 | -2
= ok Bl
410 Hinh 4.13

') vidu 2. Tinh dién tich hinh phéng gi¢i han b&i @6 thi ham sé y = sin x, truc hoanh va hai
dwong thang x =0, x =2 (H.4.14).

Giai Y A

Dién tich hinh phangcantinhla |

¢ )
2n x 2x

S = [Jsinx|ax = [[sinx|ax+ [ |sinx|ax N
ﬂ|smx| X ﬂ|5tnx| x+x|s|nx| - ﬂ\_/zn :
o 2 _1_ ____________________________

:J.sin x dx + I(—sin X )dx

0 mn

mn 2n
+cosx| =4.

o

=—CO0SsS X

') tuyén tip 1. Tinh dién tich hinh phang gi¢i han béi parabol
y =x> -4, truc hoanh va hai dwong thang x=0, x=3
(H.4.15).

b) Hinh phang giéi han béi hai dé thi ham sé va hai
duongthangx=0,x=b

) 1402 Nhan biét céng thire tinh dién tich

Goi S la dién tich hinh phang gi¢i han bdi dé thi cda cac
hamsb y =f(x)=-x* + 4x, y = g(x) = x va hai dwong thang
x=1,x=3(H.4.16). VA Hinh 4.15

N
=Y

Hinh 4.16



a) Gid st S, la dién tich hinh phang gi¢i han béi parabol y = —x2 + 4x, truc hoanh va
hai dwong thang x =1, x = 3; S, Ia dién tich hinh phang gi¢i han béi dwong thang y = x,
truc hoanh va hai dwong thang x = 1, x = 3. Tinh S,, S,vatrdosuyra S

3
b) Tinh J|f(x) ~g(x)|dx va so sanh véi S
1

- N
Dién tich S cla hinh phang giéi han bdi @6 thi ctia hai ham sb f(x), g(x) lién tuc
trén doan [a; b] va hai dwdng thang x = a, x = b, dwoc tinh bang cong thirc

S=j|f(x)—

g (x)[dx.

Chi y. Néu hiéu f(x)-g(x) khéng dbi dau trén doan [a; b] thi

I (0)-g(x)]x -

® Vi du 3. Tinh dién tich hinh phang gi¢i han béi hai parabol
y=4-x° y=x°vahai dwong thang x =—1, x =1(H.4.17).

Giai

Dién tich hinh phang can tinh Ia
1 1
S= Il(d - xE) - ledx = Jl‘d - 2x‘?|dx
1 1
1

20

iy £3

=J.(4—2x2]dx ={4x —%x:"]

1

J.[f[x}—gf(x}]dx*

) Vi du 4. Tinh dién tich hinh phang giéi han béi dé thi hai

ham sé y = sinx, y = cos x va hai dwdng thing x = 0, x = —

(H.4.18).
Giai
Dién tich hinh phang can tinh Ia

4

4
§= I|sinx ~cos x| dx = j(cnsx - sinx)dx
0

0
:(sinx+cﬂsx)ﬂ::ﬁ—‘l.

Hinh 4.17
4
Y A
1] Yy=0C0SX ¥y = sin x

i
:
!
O 3z
4

Hinh 4.18

) Luyén tip 2. Tinh dién tich hinh phang gi¢i han béi db thi clia cac ham sé y =Jx, y = x -2

va hai dwong thang x =1, x = 4.
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) Vén dung 1. Ta biét rang ham céau lién quan dén gia p
clia mét sadn pham véi nhu céu clia nguodi tiéu dung, Ham cau
ham cung lién quan dén gia p ctia san pham véi mirc
dé sa&n sang cung cap san pham cla nha san xuét.
Diém cat nhau (x,; p,) cta do thi ham cau p = D(x) va

dd thi ham cung p = S(x) dwoc goi la diém cén bang. Thang dw
. . D oo tiéu ddn |
Cac nha kinh té goi dién tich cGa hinh gi¢i han boi p [Srs st rel (X1 Py)

dé thi ham cau, duwéng ngang p = p, va dwong thang :;::i;u
dwng x = 0 la thang du tiéu dung. Tuong tw, diéen tich

ctia hinh gi¢i han béi d6 thi cia ham cung, dwdng
ndm ngang p = p, va duwdong thang dirng x = 0 dwoc Ham cung
goi la thadng duw sén xuét, nhw trong Hinh 4.19.

Piém can bang

(Theo R. Larson, Brief Calculus: An Applied Approach, Ny 4.4
8th edition, Cengage Learning, 2009)
Gia st ham cung va ham cau clia mét loai san phdm dwoc mé hinh hoa béi:

Ham cdu: p = —-0,36x + 9 va ham cung: p = 0,14x + 2, trong do6 x la s6 don vi san pham.
Tim thaéng dw tiéu dung va thang du san xuat cho san pham nay.

2. UNG DUNG TiCH PHAN BE TiNH THE TiCH VAT THE
a) Tinh thé tich cla vat thé

) 192, Nhan biét cong thirc tinh thé tich vat thé i I x=b,
Xét hinh tru c6 ban kinh day R, co truc la truc hoanh Ox, : "*‘*‘-_F sl
nam gilra hai mat phang x =ava x = b (a < b) (H.4.20). < ?;*3*1:;
a) Tinh thé tich V cta hinh tru. i iz

. . L | =a"
b) Tinh dién tich mat cat S(x) khi cat hinh tru b&i mat L d
phang vudng goéc voi truc Ox tai diém cé hoanh do la x O
b
(a<x<b). Tir do tinh IS(x'}clx va so sanh véi V. Gt
a
Céng thirc tinh thé tich vat thé
' -
Cho mét vat thé trong khéng gian Oxyz. Goi B la & : P
phan vat thé giéi han bdi hai méat phang vuéng goc p 800

voi truc Ox tai cac diém co hoanh dé x = a, x = b.
Mot mat phang vudng géc véi truc Ox tai diém cé
hoanh do la x cat vat thé theo mat cat co dién tich Ia
S(x). Gia slr S(x) 1a ham sé lién tuc trén doan [a; b].

Khi do thé tich V cla phan vat thé B dworc tinh béi : |~
Cﬁng e Hinh 4.21

V=i8(x)dx,




) Vi du 5. Tinh thé tich ctia khéi lang tru cé dién tich day bang S rf
va chiéu cao bang h. D'’ s

Giai (H.4.22) A

i
|
Chon truc Ox song song v&i dwéng cao cla khoi l1ang tru va hai 5 -i-- S(x)
day nam trén hai mat phang vuéng goc véi Ox tai x =0 va x = h. A
Mé&i mat phang vudng géc véi truc Ox tai diém cé hoanh dé bang A C
x (0<x <h) cat khoi 1ang tru theo mat cat cé dién tich khéng R
ddila S(x) = S. A I B
Do d6, thé tich cla khéi lang tru 12 Hinh 4.22

h h
V= [s(x)ax= [ sax=sx|'= sh.
0 0

f

0

) Vidu 6. Tinh thé tich cGa khoi chop déu cé day la hinh vuéng canh L va chiéu cao la h.
Giai (H.4.23)

Hinh 4.23
Chon truc Ox sao cho goc O triing voi dinh cia khdi chop va truc di qua tam cua day. Khi do,
day cta khéi chép nam trén mat phang vudng goc voi Ox tai x = h.
M&i mat phang vudng goc véi truc Ox tai diém c6 hoanh dé bang x (0 < x < h), cat khdi chép
theo mat c4t la hinh vuéng ¢c6 canh 12 a.

Theo dinh li Thales, ta co , suyra a= % .

=~
N N D

2

Do do6, dién tich clia mat cat nay |2 S(x)= %xg.

h 3 3
Chiy. Bang (rng dung cua tich phan, nguéi ta chirng minh duoc thé tich clia khéi chop bat

h h 2
Vay thé tich clia khéi chop nay Ia V = Is(x)dx . J’ ?ﬁ? Xex == X
0 0

ki bang % dién tich mat day nhan véi chiéu cao cla né.

9 Vin dung 2. Tinh thé tich clia khdi chop
cut déu c6 dién tich hai day la S, S, va
chiéu cao bang h (H.4.24). Tir d6 suy ra
cdng thirc tinh thé tich khéi chép déu co
dién tich day bang S va chiéu cao bang h.

Hinh 4.24




b) Tinh thé tich khoi tron xoay

) 194 Nhan biét céng thirc tinh thé tich cua khéi tron xoay
Xét hinh phang gi¢i han b&i d6 thi ham sé y = f(x) = %x, truc
hoanh va hai dwong thang x = 0, x = 4. Khi quay hinh phang

nay xung quanh truc hoanh Ox ta dwoc khdi nén cé dinh la

gbc O, truc la Ox va day la hinh trén ban kinh bang 2 (H.4.25).

a) Tinh thé tich V cta khdi nén.

b) Khi cat khéi nén b&i mat phang vuéng géc voi truc hoanh
tai diém c6é hoanh dd bang x (0 < x <4) thi mat cat thu
dwoc la mot hinh tron co ban kinh la f(x), do do diéen tich Hinh 4.25
mat cat la S(x) = nf* (x).

4
Tinh :n:I f*(x)dx va so sanh voi V.
0

Cong thire tinh thé tich cua khéi tron xoay

s \

Cho ham sé f(x) lién tuc, khéng am trén doan [a; b].

Khi quay hinh phang gidi han béi d6 thi ham so y = f (x), truc hﬂénr] va hai dudng thang
X = a, x = b xung quanh truc hoanh, ta duwoc hinh khdi goi la mét khoi tron xoay.

Khi cat khéi tron xoay dé béi mét mat phang vudng goc voi truc Ox tai diém x < [a; b] duoc
mot hinh tron co ban kinh f(x).

Thé tich cda khéi tron xoay nay la

]
V:nj.fz(x)dx.

\ ) | ] F,

. — = o E — S —

) Vi du 7. Tinh thé tich khoi trén xoay sinh ra khi quay quanh truc Ox hinh phang gi¢i han bdi
dd thi ham sé y =+/x, truc hoanh va hai dwong thang x = 0, x = 1 (H.4.26).

» -
Giai Hinh 4.26
Thé tich khoi tron xoay can tinh 1a
1 1 . 1 3 :
V=r[f (x)ax=n(x) dx=n[xdx ="' =2

0 0 ]



) Vi du 8. Tinh thé tich cGa khéi cau ban kinh R.
Giai

quanh truc hoanh nira hinh tron gié¢i han béi d6 thi ham sé

Khéi cau ban kinh R co thé xem Ia vat thé sinh ra khi quay <o / 5
e el el e e Y

y=vR? — x* (-R < x <R), truc hoanh va hai dwong thang
x=-R, x=R (H4.27).

Do d6, thé tich cua khéi cau ban kinh R 1a
R (=

V=n I (JRE — x° )E dx = rr'[ (F;i'2 — xz)dx Hinh 4.27
R R
=% szmx—a P —inﬁa
3/l 3 '

) Vin dung 3. a) Tinh thé tich cGa khdi tron xoay sinh ra khi
quay hinh thang vuéng OABC trong mat phang Oxy
voi OA=h, AB=Rva OC=r, quanh truc Ox (H.4.28).

b) Tir cong thirc thu dwoc & cau a, hay rut ra cong thire
tinh thé tich ctia khéi nén cé ban kinh day bang R va
chiéu cao h. Hinh 4.28

g2 ga A s . 4
BAI TAP Y y=5x~=X y’

4.14. Tinh dién tich cta hinh phang dwoc té mau trong Hinh 4.29.
4.15. Tinh dién tich cGa hinh phang gi¢i han béi cac dwong:
a)y=e*,y=x"-1x=-1x=1
b) y =sinx, y=x, x:%,x:n;
c) y=9-x°, y=2x% x=-3, x=+/3;
d) y=+vx, y=x% x=0, x=1. Hinh 4.29

4.16. Cac nha kinh té str dung dwdng cong Lorenz dé minh hoa sw phan phéi thu nhap trong
moét quéc gia. Goi x 1a dai dién cho phan tram s6 gia dinh trong mét quédc gia va y la
phan trdm tong thu nhap. Bwdng y = x sé dai dién cho mét quoc gia ma cac gia dinh
c6 thu nhap nhw nhau. Pudng cong Lorenz y = f(x) biéu thi phan phéi thu nhap thuc té.
Dién tich hinh phang gi¢i han béi hai dwéng nay, vai 0 < x < 100, biéu thi “sw bét binh
dang vé thu nhap” clia mét quéc gia. Nam 2005, dwéng cong Lorenz clia Hoa Ky cé
thé dwoc méd hinh hoa bdi ham sé

y =(0,00061x” +0,0218x +1 723)2, 0< x <100,

trong d6 x duoc tinh tlr cac gia dinh nghéo nhat dén giau cé nhat (Theo R. Larson,
Brief Calculus: An Applied Approach, 8th edition, Cengage Learning, 2009).

Tim s bat binh dang vé thu nhap clia Hoa Ky vao nam 2005.
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4.17. Tinh thé tich ca khéi tron xoay sinh ra khi quay hinh phang gi¢i han béi cac dwéng
sau xung quanh truc Ox: y =2x-x*, y=0, x=0, x =2.

4.18. Khéi chdm cau cé ban kinh R va chiéu cao h (0 < h < R) sinh ra khi quay hinh phang
gi&i han b&i cung tron cé phuong trinh y = vR? - x?, truc hoanh va hai dwong thdng
X =R —h,x =R xung quanh truc Ox (H.4.30). Tinh thé tich cta khéi chém cau nay:.

Hinh 4.30
4.19. Cho tam giac vuéng OAB c6 canh OA = a nam trén truc Ox va AOB = q [{] < 5%)

Goi B 1a khoi tron xoay sinh ra khi quay mién tam giac QAB xung quanh truc Ox (H.4.31).
a) Tinh thé tich V cliia B theo a va a.
b) Tim « sao cho thé tich V 1&én nhat.

‘l,f.l.

o

Hinh 4.31



