PHUONG TRINH MAT CAU <<<

THUAT NGO | KIEN THUC, Ki NANG
»  Phwong trinh mét cau .+ Nhan biét phuong trinh mét cAu.

« Tamvabankinh ciamatcau : + Xacdinh tdm va ban kinh mat cau khi biét phwong trinh.
i « Lap phwong trinh mat cau khi biét tam va ban kinh.

+ Van dung kién thirc v& phwong trinh mat ciu dé giai
quyét mot s6 bai toan lién quan dén thuc tién.

Bang trng dung Google Maps, thuc
hién phép do khoang cach trén bé
mat Trai Dat tee vi tri 10°N, 15°E dén

vi tri 80°N, 70°E ta sé dwoc khoang
cach 8271,74 km (H.5.40). Co so¢
toan hoc cho viéc thiét lap phan
mém tinh cong thirc khoang cach
trén bé mat Trai Dat 1a gi?

| 1. PHUONG TRINH MAT CAU

Ma&t cau tam / ban kinh R (R > 0) la tap
cac diém trong khéng gian cach / moét
khoang bang R.

Do kmalng cich
Wi Wl iy SR 32 Phides yao oo dnong cis has

Tilmg knodng clo B 37074 w6 il (5. T3A2 aden)

LT i —
Mot diém M dwoc goi la nam trong mat Hinh 5.40. Bo khoang cach trén bé mat Tréi Dét
cau tam / ban kinh R néu IM <R va bang Google Maps

duoc goi la ndm ngoai mat cau d6 néu IM > R. Méi dwéng thang di qua tdm méat cau déu cat
mat cau tai hai diém phan biét, doan thang ndi hai diém dé dwoc goi la mdt dwong kinh cla
mat cau. Méi duwdng kinh clia mat cau déu co trung diém |a tdm mat cau va cé dd dai bang
hai lan ban kinh mat cau.

J 1o, Tim phwong trinh mét cau biét tam va ban kinh

Trong khéng gian Oxyz, cho mat cau (S) tam l(a: b: ¢) c}
ban kinh R (H.5.41). Khi @6, mot diém M(x; y; z) thude
mat cau (S) khi va chi khi toa d6 ctia né thod man diéu

Z4
= M(x; y: 2)

kién gi? s
" Trong khong gian Oxyz, mat cau (S) tam /(@: b; c) T '_,D >
ban kinh R co phwong trinh .-
¢ (K=B) H =0 Hia-e) = o Hinh 5.41
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Chuy
— Diém M(x; y; z) nam trong mat cau (S) néu

(x-a)’ +(y-b)’ +(z-c) <R~
— Diém M(x: y; z) nam ngoai mat cau (S) néu

(x-a)’ +(y-b) +(z-¢) >R

) Vi du1. Trong khéng gian Oxyz, cho mat cAu (S) cé phuong trinh (x —1)° +(y +3)" + 2% = 5.
a) Xac dinh tam va ban kinh cua (S).
b) Héi goc toa dd O(0; 0; 0) nam trong, nam ngoai hay thuéc mat cau (S)?
Giai
a) Taviétlai phuong trinh ctia mat cau (S) dudi dang: (x —1)° +[y —(-3)] +(z-0)* = (JB)'.
Vay mat cau (S) c6 tdm /(1 —3; 0) va ban kinh R = J5.

b) Ta c6 Of° = (0- 1} +(0+ 3) +(0— U) =10>5=R". Do d6, goc toa 3 O(0; 0; 0) nam
ngoai mat cau (S).

) Luyén tip 1. Trong khdng gian Oxyz, cho mét cau (S) ¢6 phurong trinh

(x +2)E +y° +(z+l] :E.
\

2 4
a) Xac dinh tdm va ban kinh cua (S).
b) Héi diém M(2; 0; 1) nam trong, nam ngoai hay thuéc mat céu (S)?

Y Vidu 2, Trong khﬁng gian Oxyz, viét phuwong trinh mat cau (S) trong cac trwéng hop sau:

a) Tam f( 0 =3 | ban kinh F.’_4
b) Buwdng kinh AB, vol A(1: 2; 1) va B(3; 1; 5).
Giai
a) Mt ciu (S) ¢ tam f[%; 0 —3] va c6 ban kinh R :% nén c6 phuong trinh:

[x —%T +(y-0) +(z+3) = [%T hay (S): [H—%T +y? +(z+3)° =%.

b) Doan thang AB c6 trung diém la J (2; %; 3].

Mat cau (S) co tam J va ban kmhR-EAB-—\/:% )" +(1-2) +(5-1) —g.

2
Do d6 (S):(x-2)° +(y _;) +(z-3) = £
) Luyén tip 2. Trong khéng gian Oxyz, viét phwong trinh mat cau (S) trong céc trwdng hop sau:
a) Tam la gbc toa dd, ban kinh R = 1.
b) Buwong kinh AB, voi A(1; -1, 2), B(2; -3; —1).



) Vi du 3. Trong khéng gian Oxyz, cho (S) la tdp hop céac diém M(x; y; z) c6 toa dd thod man

phwong trinh:
X>+y*+2° -2x+4y—-6z—-2=0.
Chirng minh rang (S) la mét mat cau. Xac dinh tam va ban kinh ctia mat cau doé.
Giai
Ta viét lai phuwong trinh da cho dwéi dang:
(S): (x> -2x +N+(y* +4y +4)+(z° -6z+9) =16
hay
(S): (x=1)°+(y+2)° +(z-3)° =4"
Vay (S) Ia mat cau co tdm /(1; -2; 3) va ban kinh R = 4.

) Luyén tip 3. Trong khéng gian Oxyz, cho (S) 1a tap hop cac diém M(x; y; z) cb toa dd thoa

man phwong trinh:
(S): x* +y*+2° —4x+6y-12=0.
Chirng minh rang (S) 1a mét mét cau. Xac dinh tam va ban kinh cla mat cau dé.
Nhan xét. V@i a, b, ¢, dla cac hang s, phwong trinh x? +y? + 2> —2ax —2by —-2cz+d =0
2

co thé viét lai thanh (x —a)’ +(y —b) +(z-¢c)’ =a’+ b’ +c* —d va la phrong trinh cta

moét mat cau (S) khi va chi khi @ +b* + ¢ —d >0. Khi do, (S) cé tam /(a; b; ¢) va ban kinh

R=yJa’+b’+c?—d.

» Vi du 4. Trong khéng gian Oxyz, phwong trinh nao trong cac phuwong trinh sau la phwong

trinh clia mét mat cau? Xac dinh tam va ban kinh clia mat cau irng véi phwong trinh d6.

a) x)+y*+z2*-2x+3y-8z+100=0.

b) f+y2+z?—4x+5y*2z~%:0.

c) X’ +y*+z° -2xy+6y-9z+10=0.

Giai

a) Phwong trinh da cho twong ing voia=1 b = —§, c=4,d =100. Trong trr&ng hop nay,
a’+b’+c’-d=1 +-§-+16 -100<0. Do @ phl.fn*ng trinh da cho khéng phai la phuong
trinh cia mét mat cau.

b) Phwong trinh da cho twong iing véi a=2, b= —vg, it [ 5 —%. Trong trueéng hop nay,

a+b*+e*-d=4 +%+ 1+%: 12 > 0. Do d6 phwong trinh d& cho la phwong trinh cla

mat cau cé tam 1(2; --g; 1} va ban kinh R =12 = 24/3.

c) Phwong trinh da cho khéng phai la phwong trinh ca mét mat cau vi xuat hién —2xy trong
phuong trinh.

) Luyén tép 4. Trong khéng gian Oxyz, cho méat cau (S) cé phuong trinh:

56

x> +y?+2° +4x—5y+62+-%5~:0.
Xac dinh tam va ban kinh cua (S).



2. MOT SO UNG DUNG CUA PHUONG TRiNH MAT CAU TRONG THUC TIEN

Trong mé hinh todan hoc, bé méat Trai Dat 1a mat cadu véi ban kinh 6 371 km (theo:
science.nasa.gov/earth/facts/). Méi kinh tuyén la mét nira dwdng tron cé dwdng kinh la truc
cla Trai Dat (doan thang ndi cwc Bac N va cuc Nam S). Kinh tuyén gbc la kinh tuyén di
qua Pai Thién van Greenwich & London. Mat phang chlra kinh tuyén gbéc chia Trai Dat
lam hai ntra la ban cau Déng va ban cau Tay, nwdc ta nam & ban cau Péng. Kinh dé cla
mét diém P trén bé mat Trai Dat 1a sé do cla goc nhi dién cd hai mat twong (rng chira
kinh tuyén géc va kinh tuyén di qua P (canh cta géc nhi dién nay 1a duong thang chira
truc Trai Dat). Kinh d6 nhan gia tri trong doan
ttr 0°dén 180°. Vi dd cla diém P la sé do
chia gbc gilra mat phang chira dwdng xich
dao va dwong thang di qua P va tam O cua
Trai Bat. Vi d6 nhan gia tri trong doan tr 0°
dén 90°. Méi diém trén bé mat Trai Dat thudc
mét trong hai ban cau Bac hoac Nam va
thuéc mét trong hai ban cau Bbng hoac Tay.
Vi vay, di kém v&i vi do, con co chir E hoac W
néu vi tri do twong rng thudc ban cau Hoéng
hay ban cau Tay va cé chlr N, S néu vi tri do
twong (rng & ban cau Bac hay ban cau Nam
(Hinh 5.42). Chang han, hdé Hoan Kiém
(Ha N&i) & vi tri: 21°01'51"N, 105°51'09"€ ~ Kinhtuyéngoc  Xich dao
(theo: maps.google.com). Vi tri tren mat dat Hinh 5.42
hoan toan xac dinh khi biét vi do va kinh doé

(bao gdbm cacacki hiéulN, S, E W).

Trong bai hoc nay, ta xét Trai Dat trong khéng gian Oxyz, véi O |a tam Trai Pat, tia Ox
chira giao diém cla kinh tuyén gbc va xich dao, tia Oz chira diém cuc Bac N, tia Oy giao
xich dao tai diém thudc ban cau Déng, 1 don vi dai trong khéng gian Oxyz twong rng vOi
6 371 km trén thuc té&. Nhu vay, trong khéng gian Oxyz, bé mat Trai Dat coé phwong trinh:
X*+y:+2° =1.

Néu biét vi dd va kinh dd cta mét vi tri trén mat dat thi toa dé clia né trong khéng gian
cling dé dang dwoc xac dinh va ngwoc lai. Chang han, vi tri P c6 vi do, kinh 6 twong (rng
la a°N, B°E (0<a <90, 0<<180) co toa d6 P(cosa’cosf cosa’sinfe; sina®)(H.5.43),
vi tri Q ¢6 vi dd, kinh d@d twong ng la a°N, B°W(0<a<90,0<B<180) thi c6 toa dd

Q(cosa’cosP° —cosa’sin B sina®)(H.5.44). Za
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Ung dung Google Maps cho phép xac dinh khodng G&eh gy yge: Trong phén nay.
gitra hai vi tri trén bé mat Trai Dat khi biét vi 6 va kinh dé két qua phép tinh dwoc lam
cla ching. Khoang cach gilra hai vi tri P va Q trén bé mat  tron dén chir s6 thap phéan
Trai Dat 1a do dai cung nhé PQ clia dwong tron cotam Ova  thi tw sau dau phay.

di qua hai diém P, Q. Cung tron néi trén la dwdng di ngan
nhat trén bé mat Trai Dat tir P dén Q. Trong vi du sau day,
ta sé tinh khoang cach gilra hai vi tri d&@ dwoc néu ra trong
mé dau bai hoc.

) Vi du 5. Biét rang néu vi tri M c6 vi 6 va kinh dé twong rng la a°N, B°E (0 < a < 90,
0 < B <90) thi cd toa 6 M(cosa°cosp®, cosa’sinp?; sina®). Tinh khoang céch trén mat dat
tr vi tri P: 10°N, 15°E dén vi tri Q: 80°N, 70°E.

Giai
Taco
P(cos10°cos15%cos10°sin15%sin10°), Q(cos80°cos 70%cos 80° sin70°% sin80°).
Suyra
OP =(cos10°cos 15%cos 10°sin15°%sin10°), OQ = (cos 80°cos 70° cos 80°sin70° sin80°).

Do do

OP.0Q =cos10°cos15°co0s80°cos 70° + cos10°sin15°cos 80°sin70° + sin10°sin80°
~0 2691,

Vi P, Q thudéc mat dat nén |@.5|=[(_}Ej‘ o

Do do CGEPE-E? = OE'OQ.
(o)=Hlole]

~0,2691. Suy ra POQ ~ 74,3893°,

Mat khac, duwdng tron tam O, di qua P, Q ¢é ban kinh 1 va chu vi la 2n ~ 6,2832, nén cung
743058 6,2832 ~ 1,2983.

nhé PQ cuia dwdng tron do co dd dai xap xi bang
Do 1 don vi dai trong khéng gian Oxyz twong &ng véi 6 371 km trén thuc té, nén khoang
cach trén mat dat gilra hai vi tri P, Q xap xi bang 1,2983-6371=8271,4693 (km).

) Luyén tip 5. Tinh khodng céch trén mat dat tir vi tri A 1a giao gilra kinh tuyén gbc véi xich dao
dén vi tri B: 45°N, 30°E.

) Trai nghiém. Trén Google Maps, thuc hién phép do khoang cach tir vi tri 0°N, 0° E dén vi tri
45°N, 30°E va so sanh v&i két qua tinh dwoc & Luyén tap 5.
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5. Trong khéng gian Oxyz, cho mat cau (S) cé phwong trinh (x - %} + ( y +'I)E +z°=9.

Xac dinh tdm va ban kinh cua (S).

Trong khéng gian Oxyz, viét phwong trinh cliia mat cau (S) cé tam /(-2 0; 5) va ban
Kinh R=2.

. Trong khéng gian Oxyz, viét phwong trinh ctia mét cau (S) co6 tam /(0; 3; —1) va cb ban

kinh bang khoang cach tir / d&n mat phang (P) : 3x + 2y -z =0.

Trong khong gian Oxyz, cho méat cau (S) : x° + y° + z° + 2x — 2y + 8z - 18 = 0. Xac dinh
tam va ban kinh cua (S).

29. Trong khéng gian Oxyz, phwong trinh nao trong cac phuwong trinh sau la phwong trinh

mat cau? Xac dinh tdm va ban kinh clia mét cau (rng véi phwong trinh do.
a) x*+y*+2z°-2x-5z+30=0; b) x* +y*+2° -4x+2y-2z=0;
c) X’+y°+2° —2x+6y—-9z-10=0; d x*+y*+z°+5=0.

30. Trung khong gian Oxyz, mot thiét bi phat snng dat tai vi tri A(2 0; 0). Vung phu song

cua thiét bi co6 ban kinh bang 1. Hoi vi tri M(2: 1: 1) co thudc vung phu séng cua thiét bi
noi trén hay khong?

Em co biét?

Hé théng dinh vi toan cdu GPS (Global Positioning System) dwoc van hanh bdi chinh phi Hoa Ky,
bét ki ai co thiét bi thu GPS déu co6 thé truy cap dé sir dung mién phi.

GPS hoat ddng bang cach truyén tin hiéu tir mang Iwei
cac vé tinh quay quanh Trai D4t dén thiét bi thu GPS trén
mat dat. B thu GPS str dung tin hiéu nhén dwoc dé xac
dinh khodng cach ttr thiét bi d6 dén cac vé tinh. Khoang
cach dwgc xac dinh théng qua théi gian truyen tin va
van iﬂctm hiéu. Van toc tin hiéu bang van tdc anh sang,
do dé, van dé quan trong nhat con lai Ia xac dinh dwoc
chinh xac th&i gian truyén tin hiéu. Ma6i vé tinh GPS ¢6
mot déng hd nguyén tir (loai déng hé do théi gian chinh
xac nhat hién nay) dwoc str dung dé do thei gian can
thiét dé tin hiéu GPS truyén tir vé tinh dén may thu. B6
thu GPS ciing c6 ddng ho do thei gian. Viéc ddng bo hoa
déng ho gitra noi phat va noi thu ¢é anh hwéng téi tinh
chinh xac cta phép do.

Cac vé tinh GPS bay theo cac quj’f dao xac dinh, guanh Tr?i Péat, hai vong mbi r:lgéy va & do cao
khoang 20 200 km so v&i méat dat. Do véy, tai moi thdi diém, ngwdi ta ludn biét dwoce vi tri cua
moi vé tinh.

Tinh dén nam 2023, c6 31 vé tinh trong hé thong GPS va ¢ hon 20 vé tinh trong s6 d6 dang
hoat dong. Nhin chung, dé xac dinh vi tri cta thiét bi trén mét dat, can t¢i théng tin khoang cach
tlr thiét bj d6 dén 3 vé tinh. Tai nhirng th&i diém ma cac vé tinh & vi tri dac biét thi s6 vé tinh can
thiét c6 thé it hon hodc nhiéu hon 3. Tuy vay, cang do dwec nhiéu khoang cach dén cac vé tinh,
vi tri ctia thiét bj thu cang dwge xac dinh chinh xac. Quy dao cia cac vé tinh dwoc sap xép sao
cho tai moi thei diém, mai vi tri trén mat dat déu co thé nhin thay it nhat 4 vé tinh trong s6 cac vé
tinh dang hoat déng (va vi vay, thiét bj cd thé nhan dwoc tin hiéu tir cac vé tinh do).

(Theo: nist.gov va globalgpssystems.com)



Toan hoc cho phép thiét lap cong thire xac dinh vij tri cua thiét bj theo vi tri ciia cac vé tinh va
khodng cach twong (rng, nhér dé c¢d thé 1ap trinh tinh toan xac dinh vi tri cla thiét bj. Ta hay xét
mot tredrng hop cu thé sau day:

Trong khdng gian Oxyz, gia st tai mét thoi diém, mét thiét bi GPS xac dinh dwoc khoang cach

tlr N6 téi ba vé tinh A, B, C twong (ng 1a V5, V2, 2. Tai thoi diém d6, cac vé tinh trén & vi tri

co toa dé twong trng 1a A(2:0;0), B(0;2,0), C[U 11, £J Tir thong tin trén, ta hoan toan cd thé

xac dinh toa d6 ciing nhw vi dd va kinh do cua vj tri thiét bj GPS.
»  Gia st tai thoi diém da cho, thiét bi GPS & vi tri P(x;y:2).
Do thiét bj thudc mat dat va PA = /5 nén
X+yr+Z2 =1 (Mva(x-2F+y*+2° =5 (2).
Trir vé theo vé cta (1) va (2), taduocdx -4 =-4. Vay x = 0.
DoPB=+2nénx>+(y-2F+72 =2 (3).

Trir vé theo vé ciia (1) va (3), ta duoc 4y —4 = 1. Vay y - %.
Thay x =0,y = % vao phwong trinh (1), ta dwoc 0° + % +Z25 =1
Suy ra z = ? hodc z = T.ﬁ Kiém tra diéu kién PC = 2, ta thay chi c6 diém F’[O T %J

thoa man.

+ Vjtri Pcua GPS c6 tung dé dwong nén thudc ban cau Dong va cé cao dé dwong nén thudc

ban cau Béc. Goi vi do, kinh do clia P twong trng 1a o°N, B°E (0 <« < 90, 0 < < 180). Khi d6
P(cosa®cosf’; cos a.°sinf sina®).

Mat khac, ta co P[ D;%:g] nén sina® = g Do do a = 41,4096.

Ta c6 cosa® £ 0 va cosa”cosfi® = 0 nén cosf}® =

Vay B =90 va do dé vi tri cia GPS (xap xi) 1a 41,4096°N, 90°E.



