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'thwc co lren quan (cong
thirc nhan xac suat, cong
thirc xac suét toan phan va
céng thirc Bayes). Xac suat
c6 diéu kién la mét cha dé
c6 rat nhiéu (rng dung trong

thuc tién.
XAC SUAT CO DIEU KIEN <<<

THUAT NGO . KIEN THUC, Ki NANG

» Xac suétco didu kien i+ Nhan biét khai niém vé xac suét co didu kién.

«  Cong thirc nhan xac suét +  Nhan biét méi lién hé gilra xac suat co diéu kién va xac suét.
« Bang dir liéu thong ké -+ Van dung cong thirc nhan xac suat cho hai bién c6 bat ki.

2x2 ‘+  Gidi thich y nghia clia xac sut c6 diéu kién trong mét sé

tinh hudng thuc té.

O cira bi mét (Let's Make a Deal) la mét trd choi trén truyén hinh néi tiéng & My, da duoc
mua ban quyén va phat séng & nhiéu nudc trén thé gidi. Néi dung tré choi nhu sau:

« Nguoi choi dwoc mdi 1én san khau va dirng trwdc ba canh cira déng kin. Sau mét canh
cfrg co chiéc 6 t6, sau moi canh clra con lai la mét con Iira. Nguoi choi dwoc yéu cau chon
ngau nhién moét canh clra, nhung khong dwoc mé ra.

« Tiép d6 ngudi quan tro tuyén bé sé mé ngau nhién mét trong hai canh clra ngudi choi
khéng chon ma sau clra doé 1a con lira. Ngwoi quan tré hoi ngudi choi mudn gilr nguyén su
lwa chon ban dau cGa minh hay muén chuyén sang clra chua mé con lai.

Céc kién thirc trong bai hoc nay sé giup ta cho ngudi choi &1 khuyén.
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1. XAC SUAT CO DIEU KIEN

Trong thuc té, ta thuwdng cap nhat xac suat ciia mét bién ¢ khi biét thém mét théng tin nao dé.

Chang han:

» Tinh xac suét dé ngay mai mwa néu hém nay khéng mua;

. Tinh xac suét dé ban An |a hoc sinh gidi mén Toan néu biét rang An Ia mét hoc sinh gidi
mon Tin;

+ Tinh xac suat dé mét ngudi tho 80 tubi néu ngudi dé da séng dén 60 tudi. (Cac cong ty
bao hiém rat quan tam dén xac suat nay).

) wo1. Hinh thanh khai niém xac suéat cé diéu kién

Trong mét hép kin cd 7 chiéc but bi xanh va 5 chiéc but bi den, cac chiéc but co cung kich
thudc va khéi lwong. Ban Son lay ngau nhién mét chiéc but bi trong hép, khéng tra lai. Sau
dé Tung lay ngau nhién moét trong 11 chiéc but con lai. Tinh xac suat dé Tung lay dwoc but
bi xanh néu biét rang Son da lay dwoc but bi den.

Ta ¢6 dinh nghia sau:

Cho haibién c6 A va B. Xac suat clia bién c6 A, dwore tinh khi biét bien co Bda xayra,
dwoc goi la xac suat clia A voi diéu kién B va ki hiéu la P(A | B).

Xéac suéat co diéu kién co thé dwoc tinh theo cong thirc sau:

r . . . -
Cho hai bién c6 A va B bat ki, voi P(B) > 0. Khi do
P(A|B)=1A8)
P(B)
- -
» Vi du 1. Mot hdp co 20 vién bi trang va 10 vién bi den, cac vién bi co cung kich thuwdc va khoi
lwong. Ban Binh lay ngau nhién mét vién bi trong hép, khéng tra lai. Sau d6 ban An lay ngau
nhién moét vién bi trong hop do.

Goi A la bién ¢c6: “An lay dwoc vién bi trang”; B |a bién ¢cd: “Binh lay dworc vién bi trang”.
Tinh P(A | B) bang dinh nghia va bang céng thirc tinh P(A | B) & trén.

Giai

Céch 1: Bang dinh nghia

Néu B xay ra tirc 1a Binh lay duoc vién bi trang. Khi d6, trong hép coén lai 29 vién bi voi

19 vién bi trang va 10 vién bi den. Vay P(A | B) = E

29
C4ch 2: Bang céng thuc
Binh c6 30 cach chon, An co 29 cach chon mot vién bi trong hop. Do dé n(fl) =30.29.
Binh c6 20 cach chon mét vién bi trang, An c6 29 cach chon tir 29 vién bi con lai.

Do d6 n(B)=20-29 va P(B)= I‘;’?Z})

AB la bién c6 “Binh va An cung léy dwoc vién bi trang” Binh c6 20 cach chon mét vién bi
trang, An cé 19 cach chon mét vién bi trang trong 19 vién bi trang con lai.

Do d6 n(AB)=20-19 va P(AB)= ’L(é;),
P(AB) n(AB) 20-19 19
P(B) n(B) 20-29 29

Vay P(A|B)=



) Luyén tip 1. Tr6 lai Vi du 1. Tinh P(A|B) béng dinh nghia va bang cong thirc.

) Vidu2

a) T cdng thire tinh P(A | B) & trén, chirng minh rang néu A va B 1a hai bién cb doc lap voi
P(A) > 0, P(B) > 0 thi P(A | B) = P(A) va P(B | A) = P(B).

b) T dinh nghia xac suat cé diéu kién va dinh nghia vé tinh ddc lap cla hai bién cb, hay
chirng té rang néu A va B 1a hai bién cb dbc lap thi P(A | B) = P(A) va P(B | A) = P(B).

Giai
a) Néu A va B la hai bién co doc |ap thi P(AB) = P(A) - P(B).
Vay voi P(A) > 0, P(B) > 0 ta co:

P(AB) P(A)-P(B)
P(A|B)= = =P(A);
AB=25 —pE W
P(BA) P(B)-P(A
P(A)  P(A)
b) Theo dinh nghia, P(A | B) la xac suatcla A, tinh trong diéu kién biét rang bién cbé B da xay ra.
Vi A, B d@dc lap nén viéc xay ra B khéng anh hwdng t&i xac suat xuat hién ctia A. Do do:
P(A | B) = P(A).
Twong tw, P(B | A) la xac suat cQa B, tinh trong diéu kién biét rang bién cd A da xay ra.
Vi A, B doc lap nén viéc xay ra A khong anh hudng tdi xac suat xuat hién cta B. Do do:

P(B| A) = P(B).

)_p(B)

P(B|A)=

Y Luyéntip 2. Chirngtdrangnéu Ava B 13 St dung tinh chét 44 hoc & 16p

hai bl_en g ﬂgclap thi. a 11: Néu cép bién co A va B ddc
P(A|B)=P(A) va P(A|B)=P(A).  Iap thi céc cap bién c6 A va B;
A va B ciing doc lap.

') Vi du 3. (Bang di¥ liéu thng ké 2 x 2) Mot vién nghién clru vé an toan giao thong muédn tim

hiéu vé moi quan hé gitra viéc that day an toan khi lai xe va nguy co' tir vong cGa nguodi lai

xe khi xay ra tai nan giao théng. Gia sir vién d& xem xét 577 006 vu tai nan giao théng 6 to

va viéc that day an toan cla nguoi lai xe khi xay ra tai nan giao thong. Két qua cho thay:;

» Trong s6 nhirng ngu i 18i xe co that day an toan, cé 510 ngwdi tlr vong va 412 368 nguoi
séng sobt;

+ Trong s6 nhirng nguoi |ai xe khong that day an toan, c6 1 601 ngudi tir vong va 162 527
nguoi séng sot.

Két qua trén duoc trinh bay dwéi dang bang gom 2 dong va 2 cét nhw dudi day, dwoc goi

la bang dir liéu thong ké 2 x 2:

Két qua , .
. T von Séng sot
That day an toan L L

Khoéng 1 601 162 527

Co 210 412 368




Chon ngdu nhién mét ngudi lai xe trong s6 577 006 ngwdi bi tai nan giao théng.
a) Tinh xac *suét dé ngudi 1ai xe d6 tlr vong khi xay ra tai nan giao théng trong truéng hop
khong that day an toan.
b) Tinh 3céc suat dé nguoi lai xe dé tlir vong khi xay ra tai nan giao théng trong truong hop
co that day an toan.
¢) So sanh hai xac suat & cau a va cau b roi rut ra két luan.
Giai
a) Khéng gian mau Q 1a tap hop gom 577 006 nguoi lai xe xay ra tai nan giao théng
— n(Q) = 577 006.
Goi A la bién co: “Nguéi 1ai xe d6 tlr vong khi xay ra tai nan giao théng”:
B |a bién c6: “Ngudi lai xe dé khdng that day an toan khi xay ra tai nan giao théng’”.

Khi d6 AB |a bién cb: “Nguoi 1ai xe do tlr vong va khong that day an toan khi xay ra tai nan
giao théng'.

Ta can tinh P(A | B).

Ta cb 162 527 + 1 601 = 164 128 ngudi khdng that day an toan = n(B) = 164 128.
"

vay P(B) _n(B) 164 128

n(Q) 577 006

Trong $6 nhirng ngudi khdng that day an toan, cé 1 601 ngwoi tlr vong khi xay ra tai nan

giao thong = n(AB) = 1601. Vay P(AB) - ”;ff)) - 5;;33;8.

Do d6 P(A|B) = P(AB) __ 1601 _ 4 755.10 ° = 0,009755.

P(B) 164128

b) Ta cén tinh P(A| B)

B la bién cé: “Nguoi lai xe d6 co that day an toan khi xay ra tai nan giao théng”.

AB 1a bién cé: “Nguoi lai xe do tir vong va co that day an toan khi xay ra tai nan giao théng”.

Ta c6 412 368 + 510 = 412 878 ngudi lai xe cb that day an toan = n(B) = 412 878.

Trong s6 nhirng ngudi cd that day an toan, cé 510 nguwdi t&r vong khi xay ra tai nan

giao théng = n( AB) = 510.

Twong ty nhuw trén, ta co:
paB) n(AB) 510
P(B) n(B) 412 878.

P(A|B)= ~1,235-10" = 0,001235.

c) Taco:
P(A|B) 9,755-10°
P(A|B) 1235.10°
Nhuw vay, xac suat dé mét nguwoi lai xe khéng that day an toan bi t& vong khi xay ra tai
nan giao théng cao gap khoang 7.9 1an xac suat dé mff:t nguoi lai xe that day an toan bi
ttr vong khi xay ra tai nan giao théng. Twrc 1a, khéng that day an toan lam tang nguy co' bi
tr vong khi xay ra tai nan giao théng ctia nguoi lai xe 1én gap khoang 7,9 lan.

~7,9= P(A|B)~7,9-P(A|B).



) Luyén tip 3. M6t cong ty duwoc pham mubn so sanh tac dung diéu tri bénh X cda hai loai
thuéc M va N. Céng ty da tién hanh th(r nghiém véi 4 000 bénh nhan mac bénh X trong dé
2 400 bénh nhan dung thudc M, 1 600 bénh nhan con lai dung thudc N. Két qua dwoc cho
trong bang dir liéu thong ké 2 x 2 nhu sau:

Udng thué
g thuoc o v
Két qua

Khéi bénh 1600 1200

Khéng khdi bénh 800 400

Chon ngéu nhién mét bénh nhan trong s6 4 000 bénh nhan thir nghiém sau khi uéng thudc.
Tinh xac suéat dé bénh nhan do

a) ubng thubc M, biét rang bénh nhan dé khoi bénh;
b) uéng thudc N, biét rang bénh nhan dé khéng khai bénh.

2. CONG THUC NHAN XAC SUAT Néu A va B 13 hai bién cb
_ doc lap thi
2, b ] s # Ca JF )
) 192, Hinh thanh céng thirc nhan xac suat P(AB) = P(A) - P(B).

Chirng minh rang, v&i hai bién cd A va B, P(B) > 0, ta co:
P(AB)=P(B)-P(A|B).

Chu y. Néu P(B) = 0 thi P(AB) = 0 nén cong thirc tinh P(AB)

¢ trén dung véi moi bien co A, B.

Vay v&i hai bién cd A va B bat ki, ta co:
P(AB)=P(B)-P(A|B).

Cong thire trén duoc goi la céng thire nhan xac suat.

Nhan xét. Vi AB = BA nén véi hai bien co A va B bat ki, ta
cung co:
P(AB)=P(A)-P(B|A).

% Vi du 4. Trong mét hép kin ¢ 7 chiéc but bi xanh va 5 chiéc but bi den, cac chiéc but cé cung
kich thudc va khoi lwong. Ban Son 18y ngau nhién moét chiéc but bi tlr trong hép, khong tra
lai. Sau d6 ban Tung lay ngau nhién mét trong 11 chiec but con lai. Tinh xac suat dé Son lay
dwoc but bi den va Tung lay dwoc but bi xanh.

Giai

Goi A |a bién cb: “Ban Son lay dwoc but bi den”:
B |a bién cé: “Ban Tung lay dwoc but bi xanh”.

Ta can tinh P(AB). i

Vin(A)=5nén P(A) = et



Néu A xay ra tirc 1a ban Son lay dwoc but bi den thi trong hép ¢é 11 bt bi véi 7 but bi xanh.

Vay P(B|A)=.
& o f 35
Theo cong thirc nhan xac suat: P(AB)=P(A)-P(B|A)=— -—=—.
12 11 132
M6t phwrong phap mé ta triee quan 16i gidi trén |a dung so do hinh céy.

Bt X Xb XX

Trén nhanh OP va OX twong trng ghi xac suat lay duwoc but den va but xanh.

Trén nhanh BB, DX twong (rng ghi xac suat lay dwoc but den, bat xanh voi diéu kién da lay
dwoc but den.

Trén nhanh XP, XX twong (rng ghi xac suat lay dwoc but den, but xanh véi diéu kién da lay
dwoc but xanh.

Wiy XAC Sut o tinh 1§ al =22
12 11 132

) Ltuyén tdp 4. Trd lai Vi du 4. Tinh xac suat dé:
a) Son lay dwoc but bi xanh va Tung lay dwoc but bi den:

b) Hai chiéc but lay ra cé cung mau.

) Vin dung. Trd lai trd choi “O clra bi mat” trong tinh huéng mé dau. Gia str ngudi choi chon
clra s6 1 va nguwoi quan trd mé cira sé 3.
Ki hiéu E,; E,; E, twong (rng la cac bién cb: “Sau 6 clra s6 1 ¢6 6 t6”; “Sau & clra s6 2 ¢c6
6 t6”; “Sau 6 clra s6 3 cd 6 t6” va H la bién co: “Ngudi quan trd mé 6 clra sb 3 thay con lra”.
Sau khi ngwi quan trd mé canh cira sb 3 thay con Ilra, tie 1a khi H xay ra. Dé quyét dinh
thay ddi Ira chon hay khdng, ngudi choi cén so sanh hai xac suat co diéu kién: P(E, |H)
va P(E, |H).
a) Chirng minh rang:

1
* P(E,)=P(E,)=P(E;)= E;
: P{H|E1)=% va P(H|E,) =1
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b) St dung céng thirc tinh xac suét cé diéu kién va cong thirc nhan xac suét, chirng minh rang:

P(Ef) "D(H | E1).

*P(E,|H)= P(H) ;
P(E,|H)= P(E‘?)};E;“EE).

c) Tl cac két qua trén hay suy ra:

P(E, | H)=2P(E, |H).

Tl d6 hay dwa ra 1&i khuyén cho nguoi choi: Nén gilr nguyén sw lwa chon ban dau hay
chuyén sang clra chwa mé con lai?

Hudng dén: Néu E, xay ra, tirc |a sau clra s 1 c6 6 t6. Khi dd, sau ctra s6 2 va 3 |a con Ira.
Nguwoi quan trd chon ngdu nhién mét trong hai clra s 2 va 3 dé md ra. Do @6, viéc chon cira

$0 2 hay clra s6 3 ¢6 kha nang nhw nhau. Vay P(H |E,) = =

,1

Néu E, xay ra, tirc 1a clra s6 2 ¢6 6 t6. Khi d6, ngwdi quan trd chac chan phai mé clra s6 3.
Do 46 P(H |E,) =1.

BAI TAP

6.1.

D.2.

6.3.

Mét hdp kin dwng 20 tam thé giong hét nhau danh sé tir 1 dén 20. Mét ngwdi rut
ngau nhién ra moét tdm thé tir trong hop. Ngudi do duoc théng bao rang thé rut ra
mang sb chan. Tinh xac suét dé nguéi do rut duoc thé sé 10.

Cho P(A) = 0,2: P(B) = 0,51; P(B | A) = 0,8. Tinh P(4 | B).

Gieo hai con xtc xac can di, ddng chéat. Tinh xac suét dé:

a) Tong sé cham xuat hién trén hai con xtic xac bang 7 néu biét rang it nhat cé mét con
xUc xac xuat hién mat 5 cham:

b) Cé it nhat cé mét con xuc xac xuét hién mat 5 cham néu biét rang téng sé cham xuét
hién trén hai con xtc xac bang 7.

Gieo hai con xUc xac can déi, déng chat. Tinh xac suat Gé tdng sé cham xuét hién trén

hai con xuc xac dé khéng nhé hon 10 néu biét rang co it nhat mét con xic xac xuét

hién mat 5 cham.

Ban An phai thuc hién hai thi nghiém lién tiep. Thi nghiém thir nhat cé xac suat thanh
cong 1a 0,7. Néu thi nghiém thu nhat thanh cong thi xac suat thanh céng cua thi
nghiém thu hai 1a 0,9. Néu thi nghiém thi nhat khéng thanh cong thi xac suéat thanh
cong cua thi nghiém th(r hai chi 1a 0,4. Tinh xac suat dé:

a) Ca hai thi nghiém déu thanh cong;

b) Ca hai thi nghiém déu khéng thanh cong;

¢) Thi nghiém thir nhét thanh céng va thi nghiém thir hai khéng thanh céng.

Trong mét tai cd6 mét sé chiéc keo cung loai, chi khac mau, trong d6 cé 6 cai keo mau
cam, con lai la keo mau vang. Ha lay ngau nhién mét cai keo tir trong tui, khong tra lai.

Sau dé Ha lai lay ngau nhién thém mét cai keo khac tir trong tui. Biét rang xac suat Ha

ldy dwoc ca hai céi keo mau cam 13 3 Hoi ban dau trong tui co bao nhieu cai keo?



 Em c6 biét? -
Coéng nghé cap nhat Bayesian (Bayesian updating)

Gia st khi nghién cliru mét van de A, ban dau ta dwa ra cac kich ban E..E,, ....E, vé A
v&i cac xac suat xay ra Ala P(E,), ...,P(E,). Cac xac suat nay thé hién su hiéu biét ban
dau cla ta vé A. Khi co théng tin méi H, ta cap nhat hiéu biét vé A bang cach tinh cac
xac suat co diéu kién xay ra A voi diéu kién H: P(E, |H), ...,P(E, | H). Khi lai c6 thém
théng tin moéi G, ta lai tiép tuc cap nhat hiéu biét clia ta vé A bang cach tinh céc xac
suat co dieu kién xay ra A voi dieu kién H, G: P(E, |H,G), ...,P(E, | H,G). Clr nhu thé,
st dung cac théng tin m&i, ta lién tuc cap nhat cac hiéu biét vé A. Quy trinh nay dwoc goi
la cong nghé cap nhat Bayesian (cong nghé Bayesian updating). Céng nghé Bayesian
updating da va dang duwoc ap dung réng rai trong nhiéu linh vwre cia khoa hoc, ki thuat,
y hoc, triét hoc,...

Mét minh hoa &n twong cho (rng dung cia céng nghé Bayesian updating la cau chuyén
doi tim kiém clru nan cda My tim kiém mét nguwdi danh ca bi mét tich khi roi xubng
bién (F.D. Flam, The Odds, Continually Updated, The New York Times, September, 29,
2014). Théng tin dau tién ma ddi tim kiém nhan dwoc la 6ng Aldridge bi roi xudng bién
trong khoang tir 9 gi¢ t6i ngay 27-7-2014 dén 6 gi¢ sang ngay hém sau. Nhirng gi® sau
d06, cac théng tin méi do cac trwe thang va tau ciru hd thu thap dworc tiép tuc dwoc nap
vao may tinh. Str dung cong nghé Bayesian updating théng qua moét phan mém goi 13
Sarops, may tinh da lién tuc cap nhat va dinh vi ngay cang chinh xac khu vierc ma nguoi
mét tich c6 kha nang dang & do. Sau 12 gio doi tim kiém da phat hién dwoc ngudi danh
c4 dang 6m phao tréi trén bién, gan kiét sirc nhwng van con song.

Lue luong bao vé bo bién, duoc huong dan boi phuwong phap théng ké
cua Thomas Bayes, da co thé tim thay ngw dan mat tich John Aldridge.

Ngubn anh: Daniel Shea, nytimes.com
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